Aufgabe H15T1A1 (8 Punkte)

Bestimmen Sie sdmtliche Losungen der Gleichung 2° — 22 + 4 = 0 im Ring Z/647Z.
Tipp: Fiihren Sie eine Fallunterscheidung je nach Bild von z in Z/2Z durch und beachten Sie, dass
64 = 26.

Lésung:

Sei a € Z/647Z eine Losung der Gleichung und a € Z ein Reprisentant. Dann ist a 4+ 2Z das Bild von
a in Z/27. Betrachten wir zunichst den Fall, dass a 4+ 2Z = 2Z gilt. Dann ist a € 27Z, es gibt also ein
b € Z mit a = 2b. Bezeichnen wir mit b das Bild von b in Z /647, dann erhalten wir

a®—-2a+4=0 = (20)°-4b+4=0 = 64b°-4b+4=0 = 4b=4

= 4b=4mod64 = b=1modl6 = be{l, 17,3349}

Betrachten wir nun den Fall a4+ 2Z = 1+ 2Z. Unter der Annahme, dass das Bild @ € Z/647Z eine Losung

der Gleichung ist, erhalten wir diesmal
a®—2a+4=0mod64 = a®—2a+4=0mod2 = 1°—2.14+4=0mod 2
= 1=0mod2 |,
was zu 1 # 0 mod 2 im Widerspruch steht. Also ist die Losungsmenge der Gleichung in Z /647 eine

Teilmenge der zweielementigen Menge {2, 34}.

Umgekehrt ist {2,34} in der Losungsmenge enthalten. Denn es gilt 26 —2-2+4 = 64 = 0, also ist 2 eine
Losung. Dariiber hinaus ist 34° = 1156 = 4, 34" =42 =16,34° =34" -34° = 16 -4 = 64 = 0 und somit
34° - 2.344+4=0-68+4=0—4+4=0. Also ist auch durch 34 eine Losung gegeben.




