Aufgabe H13T3A4 (6 Punkte)

Sei p eine Primzahl, e,n € IN und G eine Untergruppe von GL(n,F,) mit p® Elementen. Zeigen Sie: Es
gibt einen Spaltenvektor 0 # v € I} mit - v = v fiir alle y € G.

Hinweis: Betrachten Sie die Bahnldngen von G auf I}.

Lésung:

Sei V' = I}y und die Abbildung - : G x V' — V gegeben durch (4,v) + Awv, also durch gew6hnliche
Matrix-Vektor-Multiplikation. Die Einheitsmatrix I € GL(n,F,) ist zugleich das Neutralelement der
Gruppe G. Seien nun v € V und A, B € G vorgegeben. Dann gilt [ -v = Iv = v und A- (B -v) =
A - (Bv) = A(Bv) = (AB)v = (AB) - v. Dies zeigt, dass durch - eine Gruppenoperation von G auf V'
definiert ist.

Sei nun F' C V die Fixpunktmenge der Operation und R C V ein Reprisentantensystem aller Bahnen

mit mehr als einem Element. Auf Grund der Bahngleichung gilt

pto= VI = [Fl+ ) (G:Ga).
AeR
Fiir jedes A € R ist (G : G4) ein Teiler von |G| = p" gréfler als 1, also eine p-Potenz der Form p¢
mit e > 1. Insbesondere ist (G : G4) fiir jedes A € R durch p teilbar. Daraus folgt, dass die Summe
Y aer(G : Ga) durch p teilbar ist. Da auch p" durch p teilbar ist, folgt aus der Gleichung, dass |F|
durch p teilbar ist. Nun ist wegen A - 0y = AOy = Oy der Nullvektor 0y auf jeden Fall in F' enthalten.
Aus |F| > 1 und p | |F| folgt |F| > p > 2. Also muss es mindestens ein Element v # Oy in F geben.
Nach Definition der Fixpunktmenge erfiillt dieses Element A - v = v fiir alle A € G.



