Aufgabe H13T2A2 (6 Punkte)

Die endliche Gruppe G operiere (von links) auf der endlichen Menge X. Fiir jedes 0 € G bezeichne
i(0) = {z € X | oz = z}| die Anzahl der Fixpunkte von o. Zeigen Sie, dass sich die Anzahl der Bahnen

der Operation zu

X = G i

ceG
berechnet.

Hinweis: Bestimmen Sie die Kardinalitdt der Teilmenge
Z = {(o,x)eGxX|ox=2} C GxX

auf zwel verschiedene Arten.

Lésung:

Die Menge Z ist disjunkte Vereinigung Z = |J,c Z, darstellbar, mit Z, = {(0,2) € G x X | oz = z}.
Bezeichnen wir mit F, = {r € X | oz = z} die Fixpunktmenge eines Elements o, dann ist durch
x — (o,z) offenbar eine Bijektion zwischen F, und A, definiert. Die Mengen F, und A, sind also

gleichméchtig. Daraus folgt

1zl = D 1Z| = Y Al = ) i)

ceG oeG ceG

Andererseits besitzt Z auch die disjunkte Zerlegung Z = J, y B, mit B, = {(0,2) € Gx X | o(x) = x}.
Bezeichnet G, = {0 € G | o(x) = z} jeweils die Stabilisatorgruppe von = € X, dann ist durch G, — By,

o — (0, x) wiederum eine Bijektion definiert. Daraus folgt

1zl = D IBd = ) |Gl

zeX zeX

Laut Vorlesung gilt fiir jedes € X jeweils HG— (G:Gy) =|G(x)], also |G| = releall G . Dies liefert

1 , |Z| 1 1
i) = G o= gl =
G| %=, G| Gl &= = 1G(2)
Bezeichnet nun R C X ein Représentantensystem der Bahnen, dann gilt |R| = |G\ X, und wir erhalten

|G|Z B ZX|G<13:>|' = 22 GE -

ceG TER zeG(x)

> 1G(2) )| = Y 1 = |8 = [G\X]
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