Aufgabe H13T1A1 (12 Punkte)

Welche der folgenden Aussagen sind richtig bzw. falsch? Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung an.

(a) Die symmetrische Gruppe S3 und die additive Gruppe Z/67Z sind isomorph.

(b) Die Primzerlegung von 10 € Z[i] lautet
10 = (1+9)1—-9)2+9)(2—19)

(c) Es ist Q(v/11,4) ein Zerfillungskorper des Polynoms z* — 11 € Q[x].

(d) In R[z] ist (x) ein Primideal.

Lésung:

zu (a) Die Aussage ist falsch. Wiren die beiden Gruppen isomorph zueinander, dass wiren S5 und
Z./67Z entweder beide abelsch oder beide nicht abelsch. Aus der Vorlesung ist aber bekannt, dass Z/6Z
eine zyklische und somit auch abelsche Gruppe ist, wirend die symmetrischen Gruppen S,, fir n > 3

nicht abelsch sind.

zu (b) Die Aussage ist richtig. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass alle Elemente a € Z[i], deren Norm
N(a) = aa eine Primzahl ist, irreduzibel sind. Wegen N (1+i¢) = N(1—i) = 2und N(24i) = N(2—i) =5
sind die Elemente 144 und 2+ also irreduzibel. Weil Z[i] laut Vorlesung ein euklidischer und damit auch
ein faktorieller Ring ist, stimmen die irreduziblen Elemente in Z[i] auflerdem mit den Primelementen
dieses Rings iiberein. Also ist die angegebene Faktorisierung von 10 tatséchlich eine Primzerlegung in
Z[i].

zu (¢) Die Aussage ist richtig. Laut Vorlesung ist der Zerfillungskorper von f = 2% — 11 in C iiber Q
der Korper, den man durch Adjunktion der komplexen Nullstellen von f an @ erhéilt. Die Menge der
komplexen Nullstellen von f ist gegeben durch N = {£+v/11,44v/11}. Es muss nun Q(v/11,i) = Q(N)
tiberpriift werden. Die Inklusion “D” ist erfiillt, da mit /11 und 7 auch alle Elemente aus N in Q(\‘Vﬁ ,1)

liegen. Ebenso gilt “C”, denn mit v/11,i+v/11 € N liegt auch das Element i = ié/% in Q(NV).

zu (d) Die Aussage ist richtig. Laut Vorlesung gilt: Ist R ein Ring und a € R ein Primelement, dann
ist das Hauptideal (a) in R ein Primideal. Das Element z ist wegen grad(z) = 1 in R[z] irreduzibel. Als
Polynomring iiber einem Korper ist R[z] ein euklischer Ring und somit z als irreduzibles Element ein

Primelement, siehe Teil (b). Also ist (x) ein Primideal.



