Aufgabe F20T1A5

Ein n-Tupel (a1, asz, ..., a,) von ganzen Zahlen heifie hiibsch, wenn a;a; + 2 eine Quadratzahl ist fiir alle

1 <7< j < n. Zeigen Sie:

(a) Es gibt hiibsche Tripel.
(b) Wenn ein Quadrupel hiibsch ist, dann ist keine der Zahlen a; (j =1, ...,4) durch 4 teilbar.

(c) Es gibt keine hiibschen Quadrupel.

Lésung:

zu (a) Das Tripel (a1,a2,a3) = (1,2,7) ist hiibsch, denn ajas +2 =4, a1a3 +2 =9 und asaz +2 = 16

sind alles Quadratzahlen.

zu (b) Nehmen wir an, (a1, as,as,as) ist ein hiibsches Quadrupel mit der Eigenschaft, dass eines der
Elemente a; (mit ¢ € {1,2,3,4}) durch 4 teilbar ist. Betrachten wir zuniichst den Fall ¢ = 1. Nach
Voraussetzung ist ajas + 2 eine Quadratzahl. Wegen a; = Omod4 gilt aber ajas +2 = 0-as + 2 =
2 mod 4. Bekanntlich ist aber jede Quadratzahl kongruent zu 0 oder 1 modulo 4 (wegen 02 = 0 mod 4,
12 =1 mod 4, 22 = 0 mod 4 und 3% = 1 mod 4). Der Widerspruch zeigt, dass die Annahme im Fall i = 1
falsch ist. Setzen wir nun ¢ > 1 voraus. In diesem Fall ist a1a; +2 = a1 - 0 + 2 = 2 mod 4, andererseits
ist auch aia; + 2 nach Voraussetzung eine Quadratzahl. Also fiihrt die Annahme auch in diesem Fall zu

einem Widerspruch.

zu (¢) Angenommen, (a1,as,as,aq) ist ein hiibsches Quadrupel. Nach (b) ist keine der vier Zahlen
durch 4 teilbar. Da es abgesehen von 0 nur drei Restklassen modulo 4 gibt, miissen zwei der Zahlen a;, a;
(mit 1 <4 < j < j) in derselben Restklasse modulo 4 liegen. Ist diese Restklasse 2, dann sind a;,a;
beide gerade, und folglich gilt a;a; +2 = 0+ 2 = 2 mod 4. Aber wie wir bereits in Teil (b) gesehen
haben, ist dies unvereinbar mit der Annahme, dass a;a; + 2 eine Quadratzahl ist. Also muss entweder
a; = a; = 1 mod 4 oder a; = a; = 3 mod 4 gelten. In beiden Fallen ist a;a; +2 =1+ 2 = 3 mod 4. Aber
auch dies ist unmoglich, wenn a;a; + 2 ein Quadrat ist. Auch hier hat unsere Annahme also zu einem

Widerspruch gefiihrt.



