Aufgabe F20T1A1

Sei K ein Kérper und V = K2%2 der K-Vektorraum der 2 x 2-Matrizen iiber K. Fiir A, B € K?*2
betrachten wir die Abbildung ® : V — V, X — AXB. Zeigen Sie:

(a) @ ist ein Endomorphismus von V.

(b) Spur(®) = Spur(A)Spur(B)

Lésung:

zu (a) Wir miissen iiberpriifen, dass durch ® eine lineare Abbildung V' — V gegeben ist, dass also
D(X1+X5) = (X)) +P(Xz) und ®(AX;) = AP(X,) fiir alle X7, Xs € V und A € K gegeben ist. Beide

Gleichungen ergeben sich unmittelbar aus den bekannten Rechenregeln fiir Matrizen. Es gilt
X1+ X:) = AXi+X2)B = A(XiB+X2B) = AXiB+AXyB = 9(X;)+ ®(X2)
und ®(AX;) = A(AX1)B = A(\(X1B)) = AM(AX1B) = A0(X,).

zu (b) Fiir 1 <i,j < 2 sei B;j € K?*? jeweils die Basismatrix mit dem Eintrag 1 an der Stelle (7, )

(bei der alle iibrigen Eintriige gleich null sind), also

1 0 0 1 0 O 0 0
By = , DBia= , DBai1= , Doy = .
0 0 0 0 1 0 0 1

Wir berechnen die Spur von @, indem wir die Darstellungsmatrix von ® beziiglich der geordneten Basis
(B11, B12, B21, B22) des K-Vektorraums V' bestimmen. Es gilt

1 0 b b b b b

(I)(Bu) — AB,B = ailr a2 11 12 _ ailr a2 11 12 _ a11011
az1 aza) \O 0/ \bar ba a1 G22 0 0 a21b11

0 1 b b b b b

‘I)(Bm) — ABj,B = ail a2 11 12 _ ail a2 21 22 _ a11021
az1 aza) \O 0/ \bar bao a1 Q22 0 0 a21b21

0 0 b b 0 0 b

(I)(Bgl) — AByB = ail a2 11 12 _ ail a2 _ a12011
az1 az2) \1 0] \bar boo az1  az2) \bi1 b2 a22b11

0 0 b b 0 0 b

@(ng) — AByB = ail a2 11 12 _ ail a2 _ a12021
az1 az2) \O 1) \bar Do az1 22 bar  bao a22b21

Jede dieser Gleichungen liefert eine Spalte der Darstellungsmatrix; insgesamt ist die Darstellungsmatrix
gegeben durch

aiibir  aiibiz  azbin aizba

ajibia  aitbay  aizbia  aizba

azibir  az1bar  azzbin axzba

az1bia  az1bay  azebiz  azeba
Es gilt Spur(A) = a1 + ase und Spur(B) = b1y + baa. Die Spur von ® ist nach Definition gleich der Spur

der Darstellungsmatrix, und fiir diese erhalten wir den Wert

a11b11 + a11bag + agebi1 + agebas = (a11 + a22)(b11 +b22) = Spur(A)Spur(B).
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