Aufgabe F19T3A4 (12 Punkte)

Sei Fy1 = Z /117 der Kérper mit elf Elementen.

(a) Zeigen Sie, dass die Restklassenringe Fy1[z]/(2? + 1) und F11[z]/(2? + z + 4) jeweils einen Kérper

(mit 121 Elementen) definieren.

(b) Bestimmen Sie konkret einen Isomorphismus

Fii[z]/(2? + 1) = Fiy[z] /(2 + 2 + 4)

durch Angabe des Bildes von x + (2% + 1).

Lésung:

zu (a) Die Polynome f = 2%+ 1 bzw. g = 22 + 2 + 4 besitzen beide in F; keine Nullstelle, denn es gilt

Wegen grad(f) = grad(g) = 2 folgt daraus die Irreduzibilitit von f und g in Fyq[z]. Weil IFy4[x] als
Polynomring iiber einem Korper ein Hauptidealring ist, folgt daraus, dass (f) und (g) in F11[2] maximale

Ideale sind. Daraus wiederum folgt, dass die Faktorringe IF11[z]/(f) und IFy1[x]/(g) K6rper sind.

Laut Vorlesung gilt allgemein: Ist K ein Kérper und h € K[z] ein nicht-konstantes Polynom vom Grad
n € IN, dann bilden die Polynome vom Grad < n einschliellich des Nullpolynoms ein Repréasentantensy-
stem R von K|[z]/(h). (Dies war eine unmittelbare Folgerung aus der Tatsache, dass K[z] ein euklidischer
Ring ist und somit jedes Polynom mit Rest durch h geteilt werden kann, wobei jeweils entweder das Null-

polynom oder ein Polynom vom Grad < n iibrigbleibt.)

Jedes solche Polynom ist durch seine n Koeflizienten auf eindeutige Weise festgelegt. Ist K zudem endlich,
q = | K|, dann gibt es fiir jeden Koeffizienten ¢ Moglichkeiten. Daraus folgt dann |K[z]/(h)| = |R| = ¢".
Wenden wir dies auf den Kérper F1; und die Polynome f und g an, so erhalten wir wegen grad(f) =
grad(g) = 2 die Elementezahl |F1;[z]/(f)| = 112 = 121 und ebenso |F11[x]/(g)| = 11% = 121.



zu (b) Nehmen wir an, ¢ : Fy1[x]/(f) — F11[2]/(g) ist ein Isomorphismus. Weil die Polynome der Form
ax+bmit a,b € FF1; ein Reprisentantensystem von F11[z]/(g) bilden (siche Teil (a)), gibt es insbesondere
a,b € Fiy mit ¢(z + (f)) = ax + b+ (g). Definieren wir nun die Ring R, S durch R = Fy;[z]/(f) und
S =T1[x]/(g), so gilt die Aquivalenz

$(0r) =05 & G0+ (f)=0+(9) & ¢E=*+1+(f))

I
S
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dla+ (N +o1+(f)=(9) & (aw+b+(9)’+A+(9))=(9) &
(ax+0)?+1+(9)=(9) & a*2?+2abz+b*+1+(9)=(9) <&
a*(—z—4)+2abz + 0>+ 1+ (9) = (9) <
(—a? +2ab)x + (—4a* + V> + 1)+ (9) =0-2+0+ (9) <
a(—a+2b) =0und —4a®> +b>+1=0

wobei im fiinften Schritt verwendet wurde, dass aus 22 + = + 4 + (g) = (g) im Faktorring die Gleichung
22+ (g9) = —x — 4+ (g) folgt. Im letzten Schritt wurde verwendet, dass die Polynome der Form ax + b
mit a,b € I'1; ein Représentantensystem von IFy;[z]/(g) bilden und somit jedes Elemente in IFy;[z]/(g)

eine eindeutige Darstellung der Form ax + b+ (g) besitzt.

Setzen wir a = 2b, dann wird die Gleichung —4a?+b*+1 =0 zu —4(20)2+ > +1 =0 —160> +b*+1 =
0 < 4b%? = 1, und dies ist wegen 4~! = 3 #quivalent zu b> = 3. Diese Gleichung wiederum wird durch
b = 5 gelost. Also ist (a, b) = (10, 5) eine Losung des Gleichungssystems a(—a+2b) = 0, —4a?+b*>+1 = 0.
Auf Grund der obigen Aquivalenz ist durch ¢(z) = 10z + 5 + (g) also ein Homomorphismus ¢ : Fs[x] —
F5[z]/(g) mit ¢(2* + 1) = (g) definiert.

Wir zeigen nun mit dem Homomorphiesatz, dass ¢ tatsichlich einen Isomorphismus ¢ : Fy;[x]/(f) —
Fi1[z]/(g) induziert. Weil Fy;[x] ein Hauptidealring und ker(¢) ein Ideal in Fy;[x] ist, gibt es ein nor-
miertes Polynom h € Fq[z] mit ker(¢) = (h). Wegen 2% + 1 € ker(¢) gilt 2% + 1 € (h), also ist h ein
Teiler von z2 + 1. Weil 22 + 1 irreduzibel ist, muss h = 22 + 1 gelten oder h eine Einheit sein. Im Fall
h € F11[z]* wire aber ker(¢) = (h) = IF11[z] und insbesondere 1 € ker(¢)). Aber das ist nicht der Fall,
denn wegen 1 ¢ (g) ist ¢(1) =1+ (g) # (g). Also bleibt ker(¢) = (22 + 1) als einzige Méglichkeit.

Der Homomorphiesatz induziert damit einen Isomorphismus ¢ von IFy;[z]/(f) auf den Teilring im(¢) von
F11[7]/(g). Weil die Ringe F1[z]/(f) und Fy1[x]/(g) aber beide 121 Elemente haben, muss im(¢) mit
IF11[7]/(g) iibereinstimmen. Also ist ¢ ein Isomorphismus zwischen Fy;[x]/(f) und Fy;[x]/(g), und nach

Definition des induzierten Isomorphismus gilt

o+ (f) = o) = 10z+5+(g).



