Aufgabe F19T3A3 (12 Punkte)

Sei ¢ = 1—\7; € C (mit i = —1) und seien K = Q(¢), L = Q(¢, v/2). Zeigen Sie:

(a) Es gilt ¢* = —1, und K ist der Zerfillungskérper von x% + 1 iiber Q.
(b) Das Polynom f = z* + 2 ist irreduzibel iiber Q.

(¢) Der Korper L ist Zerfiallungskorper von f iiber Q.

Lésung:

zu (a) Esist (144)2 = 1242i+42 = 1+2i+(—1) = 2i und (14+4)* = ((1+i)?)? = (20)? = 22(—i)? = —4.
Daraus folgt
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Die Gleichungen ¢* = —1 # 1 und ¢® = (¢*)? = (—1)? = 1 zeigen, dass ¢ in der multiplikativen Gruppe
C* ein Element der Ordnung 8 ist. Die Elemente ¢*¥ mit k& € Z, 0 < k < 8 sind somit alle verschieden.
Aus ¢t = -1, (3 = ((*)P = (=13 = -1, (®)* = (-1)° = =1 und (¢")* = (=1)" = —1 folgt nun, dass
¢,¢3,¢%, (7 vier verschiedene Nullstellen von 2* 4 1 sind. Als Polynom vom Grad 4 iiber einem Korper
besitzt x4 + 1 hochstens vier Nullstellen; dies zeigt, dass N = {(, ¢3,¢5, (7} die gesamte Nullstellenmenge
von z* 4+ 1 in € ist. Um nachzuweisen, dass K der Zerfillungskorper dieses Polynoms in C iiber Q ist,

miissen wir nun die Gleichung

iiberpriifen. Die Inklusion ,,C“ ist erfiillt, denn aus ¢ € N folgt ( € Q(N), und dies wiederum impli-
ziert Q(¢) € Q(NV). Auch die umgekehrte Inklusion ,, 0 ist giiltig, denn weil Q(¢) als Teilkdrper von
C beziiglich Multiplikation abgeschlossen ist, sind mit ¢ € Q(¢) auch die Elemente ¢3,¢?,¢7 in Q(¢)
enthalten. Insgesamt gilt also N C Q(¢), und daraus folgt Q(N) C Q().

zu (b) Auf Grund des Eisenstein-Kriteriums, angewendet auf die Primzahl 2, ist f iiber Z irreduzibel.

Nach dem Gauflschen Lemma folgt daraus die Irreduzibilitdt des Polynoms iiber Q.

zu (¢) Sei a = v/2. Dann ist die Nullstellenmenge von f in C gegeben durch M = {¢*a | k € {1,3,5,7}}.
Denn einerseits gilt fiir jedes k € {1,3,5,7} nach Teil (a) jeweils

fFa) = (Fa)t+2 = (PP +2 = (-1)-2+2 = 0.

Andererseits sind mit ¢, (3, (%, (7 wegen a # 0 auch die Elemente ¢*a mit k € {1,3,5, 7} alle verschieden.
Weil f als Polynom vom Grad 4 iiber dem Korper C hochstens vier Nullstellen besitzt, muss M also
die gesamte Nullstellenmenge von f sein. Fiir den Nachweis, dass L Zerfallungskérper von f iiber @ ist,

miissen wir nun

Q¢ ) = QM) iiberpriifen.

Die Inklusion ,2% ist erfiillt, denn Q((,«) enthilt die Elemente ¢ und « und damit (da Q(¢,«) als
Teilkorper von C unter der Multiplikation abgeschlossen ist) auch alle Elemente aus M. Aus M C
Q(¢, a) folgt nun Q(M) C Q(¢, «). Fiir den Nachweis von ,,C“ bemerken wir zunéchst, dass mit (o
auch das Elemente (Ca)? = (2a? = iv/2 in Q(M) enthalten ist. Mit Ca, (3 liegt auch i = ¢ = %
und v2 = i71(iv/2) in Q(M). Es folgt ¢ = % € Q(M) und schlieBlich o = (7!(¢a) € Q(M). Aus
{¢,a} € Q(M) folgt dann Q(C, ) € Q(M).



