Aufgabe F19T3A2 (12 Punkte)

Es sei G eine Gruppe. Fiir g, z,y € G sei @¥)g = zgy~ 1. (*)

(a) Zeigen Sie, dass (*) eine transitive Operation von G x G auf G definiert. Bestimmen Sie die Elemente

des Stabilisators von 14 in G X G.

(b) Bestimmen Sie den Kern der obigen Operation von G x G auf G. Wann ist die Operation treu?
(Der Kern der Operation einer Gruppe H auf einer Menge X ist die Menge aller h € H mit "z =

fiir alle # € X. Die Operation heifit treu, falls der Kern nur aus dem neutralen Element besteht.)

Lésung:

zu (a) Zunéchst zeigen wir, dass durch (*) eine Gruppenoperation gegeben ist. Seien (x,y), (u,v) € GXG

und g € G vorgegeben. Zu iiberpriifen ist ¢x¢g = g und (*¥) ((4:v)g) = (#9)-(w) g Tatssichlich gilt

1

caxGg = (ec,ec)g = ez g-eq = g

und
@ (g) = EVuge™l) = zuguyt = (zuglye)Tt = Gewg = @wleg

Nun beweisen wir die Transitivitit. Seien g,h € G vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein Element (x,y) €
G x G mit (*¥)g = h existiert. Setzen wir (z,y) = (h, g), dann gilt tatséichlich *¥) g = ("9 g = p.g.g71 =
h- eq = h.

Sei (G x @)1, der Stabilisator von 1¢. Dann gilt fiir jedes (x,y) € G x G die Aquivalenz
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(,) € (Gx Q) & EVg=1lg & z-lg-yl=lg & wzy'l=lg & z=uy.

Der Stabilisator ist also gegeben durch (G x G)1, = {(z,z) | x € G}.

zu (b) Ist (z,y) € G x G ein Element des Kerns der Gruppenoperation, dann gilt insbesondere (*%)14 =
1¢ und somit (z,y) € (G x G)1.. Mit unserer Gleichung fiir (G x G)1, aus Teil (a) folgt daraus z = y.
Das Element (x, z) liegt nun genau dann im Kern der Operation, wenn x im Zentrum Z(G) der Gruppe

liegt, denn es gilt die Aquivalenz
@og—gVge@ & xzgrl=gVgeG & zg=gzVgelG & zcZ(G).

Der Kern der Operation ist also gegeben durch {(x,z) | x € Z(G)}. Nach Definition ist die Operation treu
genau dann, wenn der Kern mit {(eg, eq)} iibereinstimmt, und dies ist auf Grund unseres Ergebnisses

genau dann der Fall, wenn Z(G) = {eq} gilt.



