Aufgabe F19T2A4 (12 Punkte)

Begriinden Sie jeweils Ihre Antwort.

(a) Ist Qz]/(x® — 2,2% + 2 — 22 — 2) ein Korper?

(b) Ist Z[z]/ (5,2 — 22 + 4) ein Kérper?

Lésung:

zu (a) Wir zeigen, dass Q[z]/(z® — 2,2 + 2° — 22 — 2) ein Kérper ist. Weil Q[z] als Polynomring iiber
einem Korper ein Hauptidealring ist, wird das Ideal I = (2® — 2,25 + 2° — 22 — 2) bereits durch ein

einziges Polynom erzeugt. Offenbar ist 2® + 2° — 22 — 2 = (2 + 1)(2° — 2). Daraus folgt
I = (2°-2).

Denn 2° — 2 und 2% + 2° — 22 — 2 sind beides Vielfache von 2% — 2 und somit im Hauptideal (25 — 2)
enthalten; daraus folgt [ = (25 —2,2%+ 2% —2r—2) C (25—-2). Aus2° -2 € {2°—2,2%+2°—22 -2} C T
folgt umgekehrt (25 —2) C I.

Also gilt Q[z]/(x® — 2,2 + 2% — 22 — 2) = Q[z]/(2° — 2). Das Polynom z° — 2 ist irreduzibel nach dem
Eisenstein-Kriterium, angewendet auf die Primzahl p = 2. Weil Q[z] ein Hauptidealring ist, folgt daraus,
dass (z° — 2) in Q] ein maximales Ideal ist. Daraus wiederum folgt, dass der Faktorring Q(x)/(x5 — 2)

ein Korper ist.

zu (b) Auch der Faktorring Z[z]/(5, 2® — 22?4 4) ist ein Korper. Zur Begriindung beweisen wir zunéichst
Z[x)/ (5,23 — 222 +4) =2 F5[z]/(2® — 222 + 4) mit Hilfe des Homomorphiesatzes fiir Ringe und betrachten
dazu die Abbildung

¢: Zlx] = Fs[z]/(f) , g3+ (f)

mit f = 23 — 222 + 4, wobei g jeweils das Bild von g € Z[z] in F5[z] bezeichnet. Diese Abbildung ist ein

Ringhomomorphismus, denn es gilt ¢(1) = 14 (f) = 1y 55 und fiir g, h € Z[z] auBerdem

plg+h) = g+h+(f) = @G+R)+() = g+ +h+(f)+olg) +ao(h)

und

¢lgh) = gh+(f) = @+ = @+UNR+U) = olgeh).
AufBlerdem ist ¢ surjektiv. Ist namlich g + (f) € Fs[x]/(f) vorgegeben, mit g € F5[z], und g ein Urbild
von g in Z[z], dann gilt ¢(g + (f)) = g + (f). SchlieBlich gilt fiir jedes g € Z[z] mit dem Bild g € F5[z]
noch die Aquivalenz

geker(p) & o(9) =Op,uypy < 9€G NI+ =0+()) & ge(f) ©
JheFsx]:g=f-h & 3FJheZr]:g=fhmod(5) < IJhucZz]:g=fh+5u < ge(5f)

und somit ker(¢) = (5, f). Insgesamt sind damit alle Voraussetzungen des Homomorphiesatzes fiir Ringe

erfiillt, und wir erhalten einen Isomorphismus Z[z]/(5, f) = Fs[z]/(f).

Es geniigt somit zu begriinden, dass F5[x]/(f) ein Korper ist. Das Polynom f = 2% — 22 + 4 besitzt in
5 keine Nullstelle, denn es gilt f(0) =4 #0, f(1) =13-2-124+4=3#0, f(2) =2°-2-224+4 =4 #0,

f(3)=3-2.-32+4=13=3#0und f(4) =4%-2-42 +4 =36 = 6 # 0. Wegen grad(f) = 3 folgt
daraus die Irreduzibilitit von f iiber 5. Weil auch Fs[z] ein Hauptidealring ist, folgt daraus, dass (f)

in F5[x] ein maximales Ideal und der Faktorring IF5[x]/(f) ein Korper ist.



