Aufgabe F19T2A3 (12 Punkte)

(a) Sei m > 1 eine ungerade ganze Zahl. Zeigen Sie, dass

1" +2"+ .+ (m—1)" =0 mod m.

(b) Sei m € IN und seien x1,x3,..., 2, ganze Zahlen. Zeigen Sie, dass es eine nichtleere Teilmenge
I C{1,2,...,m} gibt, so dass
Z z; = 0 mod m.

icl

Hinweis: zu (a) Betrachten Sie geeignete Paare von Summanden.
zu (b) Betrachten Sie z1,21 + 22, ..., 1 + ... + Tpy.
Losung:

zu (a) Da m ungerade ist, gibt es ein n € Ny mit m =2n+ 1. Fiir 1 <k <n gilt m — k = —k mod m

und somit auch (m — k)™ = (—k)™ = (—=1)™k™ = —k™ mod m (wobei im letzten Schritt verwendet
wurde, dass m ungerade und somit (—1)™ = —1 ist). Damit erhalten wir
m—1 n m—1 n n n n
Skm o= Yk + o= YR (m—k)m = Y R (k™)
k=1 k=1 k=n+1 k=1 k=1 k=1 k=1
= Z(km + (k™)) = ZO = 0 mod m.
k=1 k=1

zu (b)  Wir unterscheiden zwei Fille. Gilt Zi:l zr = 0 mod m fiir ein ¢ € {1,...,m}, dann kénnen
wir I = {1,2,...,4} setzen und erhalten >

1 < ¢ < m in einer Restklasse ¢ + mZ mit 1 < a < m — 1. Weil es nur m — 1 solche Restklassen

ser i = 0 mod m. Ansonsten liegt jede Zahl Sty @ mit
gibt, miissen mindestens zwei dieser Zahlen in derselben Restklasse liegen. Es gibt also ¢1, /¢y € Z mit

1<l <bly<m-—1und
41 o
Zxk Eka mod m
k=1 k=1

was zu Zi2:[1+1 T = Ziz’zl xp — 221:1 zr = 0 mod m dquivalent ist. Setzen wir in diesem Fall also
I = {fl + 1,61 + 2, ...,62}, dann ist Z

ser Ti = 0 mod m erfiillt.



