Aufgabe F19T1A4 (12 Punkte)

Fiir ein Polynom f € C[z] bezeichne f’ die Ableitung und deg(f) den Grad von f. Ferner sei ng(f) € Ng
die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in C (also ohne Vielfachheiten gezihlt). Zeigen Sie, dass
fiir jedes Polynom f € C[z] mit f # 0 die Gleichung

deg(f) = deg(geT(f, f')) +no(f)  gilt.

Lésung:

Allgemein gilt: Ist K ein Kérper, 0 # f € Klz] und a € K eine Nullstelle von f der Vielfachheit
r € IN, dann ist a eine Nullstelle der Vielfachheit 7 — 1 von f’. Auf Grund der Voraussetzung gilt namlich
f=(x—a)"g fir ein g € K[z] mit g(a) # 0. Durch Anwendung der Produktregel erhilt man

fro= rle-a)gt@-a)y = (@-a (rg+t(@-a)y) = (z-a) 'k
mit h =rg+ (x — a)g’, und es ist h(a) =rg(a) + (a —a)g’ = rg(a) # 0.

Zum Beweis der Gleichung sei nun f € C[z] mit f # 0 vorgegeben. Weil C algebraisch abgeschlossen ist,
zerfillt f in Linearfaktoren. Es gibt somit ein n € INg, Elemente oy, ...,a, € C, e1,...,e, € IN und ein
a € C* mit

f = aH(x — )%

i=1
wobei jeweils a; # «; fiir 1 <4 < j < n gilt. Es sind also oy, ..., a, die verschiedenen Nullstellen von f
und e, ..., e, ihre Vielfachheiten; somit ist ng(f) = n. Weiter ist ggT(f, f’) ein Teiler von f; es gibt also
€, ..,el, € Ngmit 0 < e} <e; fiir ] <i<nund

eeT(f. f) = [[=—a
=1

Auf Grund unserer Voriiberlegung ist a; jeweils eine Nullstelle der Vielfachheit e;—1 von f/, fiir 1 <14 < n.
Da «; auerdem eine Nullstelle der Vielfachheit e; von f ist, wird ggT(f, ') von (x — ;)¢ ~*, aber nicht

von (z — ;)¢ geteilt. Es gilt also e} = e; — 1 fiir 1 <4 <n und somit
n
eeT(f,f) = [[@—a)
i=1

Insgesamt erhalten wir damit

deg(ggT(f, f') +no(f) = deg(H(ﬂﬁ—ai)e”)Jrn = 2 le-D+n =

i=1

Zei—n+n = Zei = deg(f).
i=1 i=1



