Aufgabe F18T2A5 (12 Punkte)

Das Zentrum einer (multiplikativ geschriebenen) Gruppe G ist die Untergruppe

Z(G) = {z€G|YVgeG:gz=zg}.

(a) Zeigen Sie, dass Z(G) ein Normalteiler von G ist.
(b) Sei D die Diedergruppe der Ordnung 12. Bestimmen Sie Z(D).

(¢) Bestimmen Sie die Struktur der Faktorgruppe D/Z(D).

Lésung:

zu (a) Zuniichts iiberpriifen wir, dass Z(G) eine Untergruppe von G ist. Sei e das Neutralelement von

G. Wegen geg = g = eqyg fiir alle g € G ist eg in Z(G) enthalten. Seien nun z1,22 € Z(G) und g € G
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beliebig vorgegeben. Dann gilt gz1 = 219, gz2 = 229 und auBerdem g~ 'z; = 219~ '. Es folgt

g(z122) = (921)z2 = (219)z2 = 2(922) = (z122)9
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sowie gz; " = (21971)7' = (¢7'21)"! = 27 'g. Damit sind die Bedingungen 220 € Z(G) und 2; ' €

Z(G) nachgewiesen und der Beweis der Untergruppen-Eigenschaft abgeschlossen. Zum Nachweis der
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Normalteiler-Eigenschaft seien g € G und z € Z(G) vorgegeben. Dann gilt gzg™' = g9 'z =egz =z €

Z(G). Es folgt gZ(G)g~! C Z(G) und somit Z(G) < G.

zu (b) Laut Vorlesung besitzt die Diedergruppe D = Dg der Ordnung 12 zwei Elemente o,7 € D

mit ord(c) = 2, ord(7) = 6, (67)? = id und D¢ = (0,7) = {oI7* | j € {0,1} , 0 < k < 6}. Aus
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oror = id folgt 070! = 070 = 77!, Weil die Konjugation mit ¢ ein Automorphismus von D ist, folgt

omho~! = 77F fiir 0 < k < 6. Auf Grund der Aquivalenz

ot =7 o orfoTl=1F & 7F=1

ist 7% € Z(GQ) nur moglich, wenn 7% = 77F < 72F = id gilt, was wegen ord(7) = 6 genau fiir & € {0, 3}
erfiillt ist. Weil Z(D) nach (a) eine Untergruppe von D ist, ist 70 = id auf jeden Fall in Z(D) enthalten.

Auch das Element 73 liegt in Z(D), denn fiir 0 < ¢ < 6 gilt jeweils 773 = 737 = 7370 und
auflerdem
(o)1 = o' = (o730 e = () le = 30
und wegen 73 = 73 ebenso
o) = ort = PBlorto Ve = Prte = %% = 730

also (07973 = 73(07t), wobei wiederum verwendet wurde, dass die Konjugation mit einem Gruppenele-

ment ein Gruppenautomorphismus ist. Ingesamt gilt also Z(D) = {id, 73}, dies ist ein Normalteiler der

Ordnung 2 von D.



zu (¢) Nach dem Satz von Lagrange gilt

DIZD| = (D:ZD) = s = 5 = e

Es gibt bis auf Isomorphie nur zwei Gruppen der Ordnung 6, ndmlich die zyklische Gruppe Z /67 und die
symmetrische Gruppe Ss3. (Das kann als bekannt vorausgesetzt werden. Ein Beweis ist mit dem Hauptsatz
iiber endliche abelsche Gruppen und den Sylowsdtzen mdoglich, indem man die Gruppe auf der Menge
ihrer 3-Sylowgruppen operieren lidsst.) Wenn wir zeigen kénnen, das D/Z(D) nicht abelsch ist, dann folgt
also D/Z(D) = S3. Wire D/Z(D) abelsch, dann miisste cZ(D) - 7Z(D) = 7Z(D) - 0 Z(D) gelten, was
21 07Z(D) = 70 Z(D) und zu (o)~ 1(o7) € Z(D) équivalent ist. Aus oro ! =77 & 7 =0"11r710

folgt aber
(ro)Yor) = o lrlor = 7% |

und dies ist kein Element von Z(D) = {id, 73}. Somit ist D/Z(D) nicht abelsch.



