Aufgabe F18T1A4 (12 Punkte)

Gegeben sei das Polynom p = 2° — 4z + 2 € Q[x]. Weiter sei Z C C ein Zerfillungskorper von p iiber Q.

Zeigen Sie:

(a) p ist irreduzibel in Q[z].
(b) p hat genau drei reelle Nullstellen.

(¢) Die Galois-Gruppe Gal(Z|Q) enthilt ein Element der Ordnung 5 und ein Element der Ordnung 2.

Lésung:

zu (a) Die Irreduzibilitéit von p in Z[z] erhdlt man durch Anwendung des Eisenstein-Kriteriums mit

der Primzahl 2, und mit dem GauBschen Lemma folgt draus die Irreduzibilitdt von p in Q.

zu (b) Esgilt p(0)=2>0undp(l)=1-4+2=-1<0. Weil R = R, = — p(z) als Polynomfunktion
stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein § € |0, 1[ mit p(8) = 0. Weil p ein normiertes Polynom
ungeraden Grades ist, gilt

lim p(z) = —o0 und lim p(z) = +oc0.
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Es gibt deshalb a1,y € R mit ay < 0, p(ay) < 0 und v; > 1, p(y1) > 0. Durch erneute Anwendung des
Zwischenwertsatzes erhélt man wegen p(1) < 0 und p(y1) > 0 eine Nullstelle v € ]1,71[ von p, und eine
weitere Anwendung liefert wegen p(a;) < 0, p(0) > 0 eine Nullstelle o € ]y, 0[. Insgesamt haben wir

wegen a < 0 < f < 1 < v nachgewiesen, dass p mindestens drei verschiedene reelle Nulllstellen besitzt.

Bei einem reellen Polynom ungleich Null ist die Anzahl der nicht-reellen Nullstellen in C stets gerade,
weil diese in konjugiert-komplexen Paaren auftreten. Als irreduzibles Polynom in Q[z] ist p separabel,
besitzt wegen grad(p) = 5 also genau fiinf verschiedene komplexe Nullstellen. Weil die Anzahl der nicht-
reellen Nullstellen gerade ist, kommt fiir die Anzahl der reellen Nullstellen nur 1, 3 oder 5 in Frage. Die

erste Moglichkeit haben wir im vorherigen Absatz bereits ausgeschlossen.

Nehmen wir nun an, dass p fiinf verschiedene reelle Nullstellen &; < & < ... < &5 besitzt. Nach dem
Satz von Rolle liegt zwischen zwei Nullstellen von p jeweils eine Nullstelle von p’ = 5z* — 4, es gibt
dann also mindestens vier reelle Nullstellen 61, ...,04 mit & < 0 < &xaq fiir £ = 1,2,3,4. Aber wegen
P0) =0« 50" -4 =0« 6" =2« 6= +V5 hat p’ nur zwei reelle Nullstellen. Somit ist auch

ausgeschlossen, dass p genau fiinf reelle Nullstellen hat, und folglich hat p genau drei Nullstellen in R.

zu (¢)  Zunichst zeigen wir, dass es in G = Gal(Z|Q) ein Element der Ordnung 5 gibt. Da Z
Zerfallungskorper eines nicht-konstanten Polynoms p € Q[z] ist, ist die Erweiterung Z|Q normal und
insbesondere algebraisch. Als algebraische Erweiterung ist Z|Q wegen char(Q) = 0 auch separabel, ins-

gesamt also eine Galois-Erweiterung. Daraus wiederum folgt |G| = [Z : Q).

Sei a € C eine Nullstelle von p. Dann ist a nach Definition des Zerfiallungskorpers in Z enthalten. Daraus
folgt Q(«) C Z. Weil p normiert, nach (a) irreduzibel ist und p(a) = 0 gilt, handelt es sich bei p um das
Minimalpolynom von « iiber Q. Daraus folgt [Q(a) : Q] = grad(p) = 5. Mit der Gradformel erhalten wir

Gl = [Z2:Q] = [2:Q)]-[Q():Q = [2:Q(a)]-5.

Weil 5 ein Primteiler von |G| ist, existiert in G eine Untergruppe der Ordnung 5. Weil 5 Primzahl ist,

ist diese zyklisch. Somit existiert in G auch ein Element der Ordnung 5.



Um zu zeigen, dass G auch ein Element der Ordnung 2 besitzt, betrachten wir die komplexe Konjugation
t: C — C, z — z. Die Einschrinkung 7 = ¢z ist dann ein Q-Homomorphismus Z — C. Weil die
Erweiterung Z|Q normal ist, ist dies auch ein Q-Automorphismus, also ist 7 ein Element aus Autq(Z) =
G. Fiir jedes Element 8 € Z gilt 72(8) = :2(8) = 1(+(8)) = +(B) = B = . Daraus folgt 72 = id. Weil p
nach (b) genau drei reelle Nullstellen besitzt, muss es wegen grad(p) = 5 mindestens auch ein Paar v, ¥
konjugiert-komplexer nicht-reeller Nullstellen in C geben. Wegen v € Z und 7(v) = ¢(y) = 7 # 7 ist

7 # idz. Insgesamt ist damit gezeigt, dass es sich bei 7 um ein Element der Ordnung 2 in G handelt.



