Aufgabe F17T3A1 (12 Punkte)
Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und
G = SL,(K) = {AeM,xk|det(4d)=1}
die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintrdgen aus K und Determinante 1. Wir betrachten
die Abbildung
F:Mpx —Mpk , (ai)— (afj).

Zeigen Sie, dass F(G) C G gilt und dass F|g : G — G ein Homomorphismus von Gruppen ist. Folgern Sie
daraus, dass H = {g € G | F(g) = g} eine Untergruppe von G ist, und bestimmen Sie diese Untergruppe.

Lésung:
Sei A = (a;j) € G und B = F(A). Dann sind die Eintrége b;; von B durch b;; = afj fiir 1 <4,5 <n.Auf
Grund der Leibnizformel und der Rechenregel (a + b)? = aP + bP in einem Korper der Charakteristik p

erhalten wir

n n

det(B) = Z sgn(o) wa(i) = Z sgn(U)Han(i) =
oESn i=1 0ESn i=1
n p n P
Z sgn(o)? (H aia(i)) = <Z Sgn(U)Haia(i)> = det(4)? = 1 = 1
oESy i=1 o€ES, i=1

und somit B € G. Damit ist F(G) C G nachgewiesen. Zu beachten ist, dass die Gleichung sgn(c)? =

sgn(o) sowohl fiir p = 2 als auch fiir p > 2 erfiillt ist, weil sgn(o) nur die Werte £1 annimmt.

Seien nun A,B € G vorgegeben, auferdem U = F(A), V = F(B) und W = F(AB). Zu zei-
gen ist F(AB) = F(A)F(B), also W = UV. Wir bezeichnen die Eintrige von A, B,U,V,W mit
@ij, by, usj, Vi, wi. Fir 1 < 4,5 < n miissen wir w;; = 22:1 U;,Vk; nachweisen, denn die Summe
auf der rechten Seite der Gleichung ist der Eintrag der Matrix UV an der Position (Z,j). Der Eintrag
von AB an der Position (i,j) ist gegeben durch Y ;_; a;xby;, der Eintrag von W = F(AB) an dieser
Stelle ist somit gegebe durch

n p n
Wi 5 = Zaikbk’j = Za’fkbij

k=1
Wegen U = F(A) und V = F(B) gilt andererseits

n n
S = Sty
k=1 k=1
Damit ist die Gleichung bewiesen, und somit ist F'|g tatséichlich ein Gruppenhomomorphismus G — G.

Nun weisen wir die Untergruppen-Eigenschaft der Teilmenge H C G nach. Weil F|g : G — G ein
Gruppenhomomorphismus ist, wird das Neutralement I von G von F auf I abgebildet. Aus F'(I) = I folgt
I € H. Seien nun A, B € H vorgegeben. Dann gilt F(A) = A und F(B) = B. Wiederum auf Grund der
Homomorphismus-Eigenschaft erhalten wir F(AB) = F(A)F(B) = AB und F(A™!) = F(A)~! = A1,
also AB€ Hund A~ € H.

Wegen char(K) = p ist der Primkorper von K laut Vorlesung isomorph zu ), = Z/pZ. O.B.d.A. kénnen
wir also IF, C K annehmen. Aus der Vorlesung ist auch bekannt, dass die Nullstellen des Polynoms 2 —z
in K genau die Element von F), sind. Sei nun A = (a,;) € G. Dann ist A € H &quivalent zu F(4) = A
und zu afj = q;; fir 1 < 4,7 < n. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Eintrage a;; alles Nullstellen
von P — x sind, also in IF), liegen. Es gilt also H = SL, ().



