Aufgabe F17T1A1 (12 Punkte)

Sei L|Q eine endliche galoissche Korpererweiterung. Die Norm eines Elements « € L sei gegeben als

N(z) := H o(x).

o€Gal(L|Q)

(a) Zeigen Sie, dass N(x) € Q fiir alle € L und N(xy) = N(x)N(y) fir alle x,y € L gilt.
(b) Betrachten Sie den Spezialfall L = Q[v/5]. Zeigen Sie, dass N (r +/5s) = r? — 55 fiir , s € Q gilt.

(c) Betrachten Sie in L den Teilring Z[v/5] = {r + sv/5 | r, s € Z}. Zeigen Sie, dass fiir z € Z[\/5] gilt,
dass = genau dann eine Einheit in Z[v/5] ist, wenn N(z) € {1, -1} gilt.

(d) Zeigen Sie, dass 11 kein Primelement in Z[/5] ist.

Lésung:

zu (a) Sei G = Gal(L|Q). Fiir jedes z € L und 7 € G gilt

TN@) = T<Ho<x>> = o) = [eon@ = IJow@ = N
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Dabei wurde im zweiten Schritt verwendet, dass 7 als Koérperautomorphismus vertréglich mit der Mul-
tiplikation ist, und im vorletzten Schritt, dass mit o auch 7o o die gesamte Gruppe G durchlduft (denn
die Abbildung G — G, 0 — 7 oo ist eine Bijektion). Aus der Gleichung 7N (z) = N(z) fir jedes
T € G folgt, dass N(x) im Fixkorper LS von G enthalten ist. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie gilt
LG = [GAIQ) = @, also gilt N(z) € Q. Fiir beliebige x,y € L gilt dariiber hinaus

N(z)N(y) = (H 0(ﬂ?)> (H U(y)> = [l @) = [lo@) = Ny
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zu (b) Das Polynom f = x? — 5 € Q[z] ist irreduzibel und hat /5 als Nullstelle. Deshalb gilt [L : Q] =
[Q(v/5) : Q] = grad(f) = 2. Als algebraische Erweiterung von Q ist L separabel und als Erweiterung vom
Grad 2 auch normal. Insgesamt ist L|Q also eine Galois-Erweiterung, und es gilt |Gal(L|Q)| = [L : Q] = 2.
Auf Grund des Fortsetzungssatzes, angewendet auf das irreduzible Polynom f und die beiden Nullstellen
V5 und —+/5, gibt es ein ¢ € Gal(L|Q) mit o(v/5) = —v/5. Weil o ein Q-Automorphismus von L ist, gilt
dann o(r + sv/5) = r — sv/5 fiir alle r, s € Q. Wegen |Gal(L|Q)| = 2 ist also Gal(L|Q) = {idg, ¢}, und es
folgt N(r + sv/5) = idg(r + sv5)a(r + sv/5) = (r + sv/5)(r — sv/5) = r? — 552 fiir alle r,s € Q.

zu (c) Sei R = Z[V/5]. Zunichst bemerken wir, dass N(r + sv/5) = r? — 552 € Z fiir alle r,s € Z
gilt. Die Funktion N nimmt auf dem Ring R also nur ganze Zahlen als Werte an. “=" Ist x eine
Einheit von R, also z € R*, dann gibt es ein y € R mit zy = 1. Mit dem Ergebnis aus Teil (a) folgt
N(z)N(y) = N(zy) = N(1) = N(1+0-5) =12 =502 = 1. Aus N(z)N(y) = 1 und N(z),N(y) € Z
folgt N(x) € {£1}. “«<* Seix =7+ sV5 € R mit r,s € Z. Setzen wir y = r — s1/5, dann ist y € R,
und es gilt xy = (r + sv/5)(r — sv/5) = N(z). Ist N(x) = 1, dann folgt xy = 1. Ist N(z) = —1, dann
folgt 2(—y) = 1. In beiden Fillen ist z eine Einheit in R.

zu (d) BEsgilt (44+v5)(4—+5) =42 —5-12 =16 — 5 = 11, und wegen N(4 ++/5) = 11 ¢ {+1}
sind die Elemente 4 + v/5 beides keine Einheiten. Also ist 11 in R kein irreduzibles Element. Als Teilring
des Korpers R ist R ein Integritétsbereich. Als Primelement in einem Integritatsbereich miisste 11 auch

irreduzibel sein. Dies zeigt, dass 11 kein Primelement ist.



