Aufgabe F16T2A5 (12 Punkte)

Es sei M4(Q) der Ring der 4 x 4-Matrizen mit Eintrigen in Q. Sei

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x4 sowie die Eigenwerte von A.

Ist A diagonalisierbar?

(b) Berechnen Sie das Ideal J4 = {g € Q[z] | g(A) = 0}.

Lésung:

zu (a) Durch wiederholte Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes erhalten wir
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Also ist —1 die einzige Nullstelle von x 4 und somit der einzige Eigenwert von A. Laut Vorlesung ist A
genau dann (iiber Q) diagonalisierbar, wenn x 4 in Q[z] in Linearfaktoren zerfillt und fiir jeden Eigenwert
die algebraische mit der geometrischen Vielfachheit iibereinstimmt. Das Ersteres der Fall ist, hat unsere
Rechnung bereits gezeigt. Da —1 der einzige Eigenwert von A ist, geniigt es also, die geometrische
Vielfachheit pq(A, —1) dieses Eigenwerts mit der algebraischen Vielfachheit p,(A, —1) zu vergleichen.
Weil —1 als Nullstelle von x 4 die Vielfachheit 4 hat, gilt 11,(A4, —1) = 4. Wir bestimmen nun p4(A4, —1).
Bezeichnet E, die Einheitsmatrix in My g, dann gilt
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Wir bestimmen den Rang dieser Matrix mit dem Gauf-Algorithmus. Die Rechnung

1 1 00 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1.0 0
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zeigt, dass rg(A — (—1)E4) = 2 ist, und mit dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildung folgt pq(A, —1) =
dim Eig(A, —1) = dimker(A — (—1)E,) = 4 — 2 = 2. Es gilt also py(A, —1) # pe(A, —1), und folglich ist

A nicht diagonalisierbar.



zu (b) Da Q[z] ein Hauptidealring ist, existiert ein normiertes Polynom f € Q[z] mit J4 = (f). Nach
dem Satz von Cayley-Hamilton gilt x 4(A4) = 0, also liegt x4 = (z+1)* in J4. Aus ((z+1)*) C Ja = (f)
folgt, dass f ein normierter Teiler von (x + 1)* ist, also f = (z + 1)™ fiir ein m € {0, 1,...,4}. Fiir jedes
n € IN gilt (x4 1) € J4 genau dann, wenn (x + 1)™ ein Teiler von (2 +1)" ist, was wiederum zu n > m

dquivalent ist. Also ist m die kleinste natiirliche Zahl n mit (x + 1)™ € J4.

1 1 00
-1 -1 0 0

A+1-B, = :
0 0 00
2 2 20

und durch Quadrieren dieser Matrix erhilt man (A + E,)? = 0. Also gilt  +1 ¢ J4 und (z + 1)% € Ja.
Wir erhalten m = 2, also J4 = ((z + 1)?).



