Aufgabe F15T2A5 (10 Punkte)

Sei p eine Primzahl und ¢ = p™, n > 0. Weiter sei K ein Korper der Charakteristik p. Zeigen Sie, dass

die Nullstellen des Polynoms f = z? — x einen Unterkorper von K bilden.

Lésung:
Sei N = {a € K | f(a) = 0}. Um zu zeigen, dass N ein Unterkorper von K ist, miissen folgende
Aussagen iiberpriift werden.

i) 1eN (i) o,eE N=>a+B,aBeN (iii) a€N,a#£0=>aleN

zu (i) Dies folgt direkt aus der Gleichung f(1)=19-1=1-1=0.

zu (ii) Seien «, 8 € N. Dann gilt a? — a = f(a) = 0 und somit a? = «. Ebenso folgt 8¢ = § aus
f(B) = 0. Dies wiederum bedeutet (af3)? = @737 = af, also f(af) = (af)?—af = 0 und somit a5 € N.
Aus der Vorlesung ist bekannt, dass aus char(K) = p die Gleichung (y+0)?" = ~?" 467" fiir alle m € IN
und v, 9 € K folgt. Insbesondere gilt also (o + 8)? = a? + $7 und somit

flatB) = (a+p)!=(a+p) = a'+pl-a-p =
(a’—a)+(B7—B) = 040 = 0
und somit o + 5 € N.

zu (iii) Sei a € N \ {0}. Dann gilt a? = «a. Es folgt (a7 1) = ™9 = (a4)"! = a~! und somit

flah)y =@ —atl=at-at=0.



