Aufgabe F15T1A5 (848 Punkte)

Sei f € Q[z] ein irreduzibles Polynom vom Grad n > 1. Sei K ein Zerfillungskorper von f. Sei G =
Gal(K|Q) die zugehorige Galoisgruppe.

(a) Beweisen Sie: Falls G eine abelsche Gruppe ist, hat sie die Ordnung n.

(b) Sei K = Q(v/2,14), wobei i € C die imaginiire Einheit mit i> = —1 ist. Bestimmen Sie ein irreduzibles
Polynom f € Q[z], dessen Zerfiallungskorper K ist. Beweisen Sie, dass G = Gal(K|Q) abelsch, aber
nicht zyklisch ist.

Lésung:

zu (a) Die Erweiterung K|Q ist galoissch, denn K ist als Zerfillungskorper des Polynoms f € Q[x]
normal iiber @, und als algebraische Erweiterung von Q ist K|Q wegen char(Q) = 0 auch separabel.
Daraus folgt |G| = [K : Q]. Sei a € K eine Nullstelle von f. Weil f irreduzibel ist, gilt [Q(«) : Q] =
grad(f) = n. Wegen Q(«) C K ist insgesamt also |G| = [K : Q] > [Q(a) : Q] = n.

Nehmen wir nun an, dass einerseits G abelsch ist, andererseits aber [K : Q] = |G| > n gilt. Dann ist
Q(a) ein echter Teilkorper von K. Da K von den Nullstellen des Polynoms f in K erzeugt wird, muss
es also eine Nullstelle 5 € K von f mit 8 ¢ Q(a) geben. Weil f iiber Q irreduzibel und «, 8 beides
Nullstellen von f sind, existiert nach dem Fortsetzungssatz ein Element o € G mit o(a) = 8. Ist nun 7

ein Element aus Gal(K|Q(«)), also 7 € G mit 7(a) = «, dann gilt zugleich auch
T(B) = 7lo(a)) = (reo)(e) = (ooT)(a) = o(r(e) = ol = 8

und somit 7 € Gal(K|Q(B)). Es gilt also Gal(K|Q(«)) C Gal(K|Q(S)). Nach dem Hauptsatz der Galois-
theorie folgt daraus Q(8) C Q(«), was aber zu § ¢ Q(«) im Widerspruch steht. Der Widerspruch zeigt,

dass unsere Annahme falsch war.

zu (b) Zunichst bestimmen wir den Erweiterungsgrad [K : Q]. Das Polynom x2 — 2 ist normiert, in Q[z]
irreduzibel und hat /2 als Nullstelle. Also ist 22 — 2 das Minimalpolynom von v/2 iiber @, und es folgt
[Q(v?2) : Q] = 2. Wire das Polynom 2?2 + 1 iiber Q(v/2) reduzibel, dann wiirden die beiden Nullstellen
+i des Polynoms wegen grad(z? 4 1) = 2 in Q(v/2) liegen, was aber wegen Q(v/2) € R und +i ¢ R nicht
der Fall ist. Das Polynom 22 4 1 ist normiert, iiber Q(1/2) irreduzibel und hat i als Nullstelle. Es ist also
das Minimalpolynom von i iiber Q(v/2). Wir erhalten

K:Q(v2) = [QW2)0):QW2)] = grada®+1) = 2
und [K : Q] = [K : Q(v2)]- [Q(v2) : Q] =2-2 = 4.

Als niichtes beweisen wir die Gleichung K = Q(v/2+1). Die Inklusion , D¢ ist erfiillt, denn aus v/2,i € K
folgt V2 +i € K. Zum Nachweis von ,»,C“ miissen wir zeigen, dass V2undiin L = Q(\@—i— i) enthalten
sind. Aus V2 44 € L folgt (\/ﬁ—l— i) =2+ 2ivV2 + (-1) =1+ 2iv/2 € L und iv/2 € L. Es folgt

ivV2(v/241i) = 2i—+/2 € L und (i++/2)+(2i—+/2) = 3i € L, somit auch i € L und (v/2—i)+i =2 € L.



Nun bestimmen wir ein Polynom f € Q[x], dass « =i + V2 als Nullstelle besitzt. Es gilt
a=i+V2 = a-i=vV2 = (a—-i)?=2 = o®-2ia+(-1)=2
= a®-3=2a = (®-3?=-4> = a'-6a*+9=-4a> = a'-2°+9=0.

Also ist a eine Nullstelle von f = 2% — 222 + 9. AuBerdem ist f irreduzibel. Wire f nimlich reduzibel,

dann wire das Minimalpolynom g € Q[z] von « iiber Q ein echter Teiler von f. Es wiirde dann

K:Q = [Q@):Q = gadlg) < grad(f) = 4

folgen, im Widerspruch zu [K : Q] = 4. Nun zeigen wir noch, dass K ein Zerfallungskorper von f iiber
Q ist. Der Korper K wird von den Nullstellen von f iiber Q erzeugt, da er bereits von « erzeugt wird.

AufBlerdem gilt
(z—V2—)(x—V2+i)(z+V2—i)z+V2+i) = ((2—v2)?—(=1))((z+V2)?—(-1))
= (@2 -2V22+3)(2®+2v2x+3) = z*—22%+0.

Wegen +v2 + i € K zerfillt f iiber K also in Linearfaktoren. Damit sind die Eigenschaften eines

Zerfiallungskorpers vollstiandig nachgewiesen.

Die Korpererweiterung K|Q ist normal, weil K Zerfallungskorper eines Polynoms f iiber Q ist. Als
algebraische Erweiterung von @ ist sie wegen char(Q) = 0 aulerdem separabel. Insgesamt ist K |Q also
eine Galois-Erweiterung, und fiir die Galoisgruppe G = Gal(K|Q) gilt somit |G| = [K : Q] = 4. Weil
die Ordnung von G ein Primzahlquadrat ist, handelt es sich bei G um eine abelsche Gruppe. Wére
G auch zyklisch, dann gébe es zu jedem Teiler d der Gruppenordnung genau eine Untergruppe U mit
(G : U) = d. Insbesondere gébe es genau eine Untergruppe U mit (G : U) = 2. Nach dem Hauptsatz der
Galoistheorie wiirde daraus folgen, dass die Erweiterung K|Q genau einen quadratischen Zwischenkorper
besitzt. Aber Q(i),Q(v/2) sind beides Zwischenkorper der Erweiterung, und wegen i ¢ Q(v/2) stimme
diese auch nicht iiberein. Also ist G nicht zyklisch.



