Aufgabe F14T2A3  (4+4+6 Punkte)

Sei G eine Gruppe. Fiir h € G definieren wir den Gruppenhomomorphismus
¢n:G—G |, g hgh™h
Die Automorphismen ¢y mit h € G nennt man innere Automorphismen von G. Wir definieren
Inn(G) = {én|h e G} C Aut(G)
und das Zentrum von G,

Z(G) = {zeG|xy=yxfiraleyecG}.

(a) Zeigen Sie, dass Inn(G) ein Normalteiler in Aut(G) ist.
(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung
¢:G—Inm(G) , he o
einen Gruppenisomorphismus G/Z(G) — Inn(G) induziert.

(c¢) Beschreiben Sie alle Automorphismen der zyklischen Gruppe Z/7Z mit sieben Elementen und

begriinden Sie, weshalb in Z/7Z nur die Identitét ein innerer Automorphismus ist.

Lésung:

zu (a) Zunéchst iiberpriifen wir, dass Inn(G) eine Untergruppe von Aut(G) ist. Das Neutralelement von
Aut(G) ist die Identitétsabbildung idg. Zu zeigen ist, dass idg € Inn(G) gilt, und das mit 71, 72 € Inn(G)
auch 71 o 75 in Inn(G) liegt. Fiir jedes g € G gilt mit dem Neutralelement e von G die Gleichung

ida(g) = ege” = ¢clg)

Es folgt idg = ¢ € Inn(G). Wegen 71,70 € Inn(G) gibt es Gruppenelemente hi,ho € G mit 71 = ¢p,
und 7 = ¢p,. Fiir jedes g € G gilt

(riom)(9) = (dn odn,)(9) = o (dn,(9) = n(hoghs') = hihoghy'hi’
= (hh2)g(hiha)™" = Gnin.(9).
Daraus folgt 71 0 79 = ¢p,p, € Inn(G).

Nun beweisen wir die Normalteilereigenschaft. Seien 7 € Aut(G) und o € Inn(G) vorgegeben. Zu zeigen

ist Too o7 € Inn(G). Wegen o € Inn(G) ist o = ¢y, fiir ein h € G. Fiir jedes g € G gilt
(rogor™)(g) = (rognor N)(g) = (rogn)(r7'(9)) = 7(hr (g9)h™)
= t(hr( Nk = T(Rgr(h)Tt = ¢ (9)

also ist Tog o7 ! = brny € Inn(G) erfiillt.



zu (b) Wir beweisen den Isomorphismus, indem wir den Homomorphiesatz auf den Homomorphismus
¢ anwenden. Dafiir miissen wir iiberpriifen, dass ¢ surjektiv ist, und dass Z(G) der Kern von ¢ ist.
Ersteres folgt unmittelbar aus der Definition von Inn(G), denn fiir jedes 7 € Inn(G) gibt es ein h € G
mit ¢(h) = ¢, = 7. Fiir den Beweis der zweiten Aussage sei h € G vorgegeben. Es gilt dann die

Aquivalenz
heker(¢) <« ¢h)=ide & ¢p=idec & dnlg)=gVgeCG <«
hgh™t=gVgeG < hg=ghVgeq.

Daraus folgt ker(¢) = Z(G). Insgesamt liefert der Homomorphiesatz nun G/Z(G) = G /ker(¢) = im(¢) =
Inn(G).

zu (¢) Aus der Vorlesung ist bekannt: Ist G eine zyklische Gruppe, g ein erzeugendes Element, H eine
beliebige Gruppe, h € H und ist ord(g) = oo oder ein Vielfaches von ord(h), dann gibt es einen eindeutig
bestimmten Homomorphismus 7 : G — H mit 7(g) = h. Ist umgekehrt 7 : G — H ein Homomorphismus,
dann ist ord(7(g)) im Fall ord(g) < oo ein Teile von ord(g). Dies wenden wir nun auf G = H = Z/7Z

und ¢ = 1 an.

Wegen |H| = 7 sind die Ordnungen sémtlicher Elemente Teiler von 7. Es gibt also fiir jedes a € Z/7Z
einen eindeutig bestimmten Endomorphismus 75 : Z/7Z — 7,/77Z. mit 75(1) = a. Dabei handelt es sich
genau dann um einen Automorphismus, wenn a@ # 0 ist. Ist niimlich a # 0, dann gilt ord(a) = 7 und
(a) = 7,/77Z.. Weil das Bild 74(Z/7Z) eine Untergruppe von Z /77 ist, die mit 75(1) = @ auch (a) enthilt,
folgt daraus die Surjektivitdt von 75;. Als surjektive Abbildung zwischen zwei endlichen, gleichmiéichtigen

Mengen ist 7; auch bijektiv, insgesamt also ein Automorphismus.

Im Fall @ = 0 dagegen gilt 75(1) = 0 und somit 74(¢) = 75(c- 1) = ¢ 15(1) = ¢- 0 = 0 fiir alle ¢ € Z.
Das Bild von 7y ist also die triviale Untergruppe {0} von Z/77Z, und damit ist 7 kein Automorphismus.
Insgesamt besteht Aut(Z/77Z) also aus den sechs Elementen 7y, 73, ..., 75, wobei 71 = idz /77 ist (denn die

Identitét ist der eindeutig bestimmte Automorphismus, der 1 auf 1 abbildet.)

Sei nun 7 ein innerer Automorphismus von Z/7Z, also T = ¢; fir ein a € Z/7Z. Fiir jedes ¢ € Z/77Z
gilt dann
7€) = ¢a(c) = c+a+(-¢) = a = idgmz(a).

Daraus folgt 7 = idy,/7z. (Dabei ist zu beachten, dass die Verkniipfung in Z/7Z die Addition ist. Deshalb
steht an Stelle von c¢ac—! hier der Ausdruck é+a+ (—¢). Eine analoge Rechnung zeigt, dass jede abelsche

Gruppe als einzigen inneren Automorphismus die Identitét besitzt.)



