Aufgabe F13T3A5

Fiir n € N sei ¢, := *™/™ und k,, = kegV{1,...,n} das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 1, ..., n.

Zeigen Sie, fiir alle n € IN, die folgenden Formeln iiber die Grade von Korpererweiterungen:

(a) [Q(C1y -5 Cn) - Q) = @(ky), wobei @ die Eulersche ®-Funktion bezeichnet.

(b) [Q(V2, ..., ¥2) : Q] = k.

Lésung:

zu (a) Zunéchst beweisen wir die Gleichung

Q(Cl,"'acn) = Q(Ckn)

»,C“ Nach Voraussetzung ist k,, ein Vielfaches von d fiir 1 < d < n. Es gibt also jeweils ein ¢4 mit
kn = dlg. Wegen ((y, )t = (e2m/kn)la = e2mita/kn — ¢2mi/d — ¢, fiir 1 < d < n sind die Zahlen (i, ..., C,
in Q(¢,, ) enthalten. Weil Q(¢y, ..., () nach Definition der kleinste Zwischenkorper von C|Q ist, der diese

Elemente enthélt, folgt daraus die behauptete Inklusion.

»,2% Weil Z ein Hauptidealring ist, gibt es ein m € IN mit

kn koo ka\
<1a27"‘7n> - (m)

Wegen %” € (m) gibt es jeweils ein ay € Z mit %" = aqm fir 1 < d < n, was zu aqgdm = k,

umgeformt werden kann. Es gilt also %“ = dag und somit d | % fiir 1 < d < n. Es folgt &, | %” wegen
kn, = kgV(1,2,...,n). Daraus wiederum folgt, dass ein b € Z mit % = bk, & k, = bmk,, existiert. Es

muss also bm = 1 und damit m = 1 gelten. Insgesamt haben wir also

knkn kn
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nachgewiesen. Insbesondere ist 1 in diesem Ideal enthalten, es gibt also a1, ..., a,, € Z mit 2321 ag=— =1.

Es folgt
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Die letzte Gleichung zeigt, dass (g, im Koérper Q((y, ..., () enthalten ist. Weil es sich bei Q((k, ) um den
kleinsten Zwischenkérper von C|Q handelt, der ¢k, enthélt, folgt Q(Ck, ) € Q(Cy -, Cn)-

Weil laut Vorlesung fiir jedes m € IN jeweils [Q((r,) : Q] = ®(m) gilt, erhalten wir

Q¢ Gn) Q] = [Q(G,): Q] = P(kn).



zu (b) Hier beweisen wir zunéchst die Gleichung
Q(V2,..,V2) = Q(V2).

»C% Wie bereits in Teil (a) festgestellt, gibt es fiir jedes d € N mit 1 < d < n ein {3 € N mit k,, = dl,.
Es folgt

(W) = (2m) = 2 = 2 = {2
und somit /2 € Q( k@/?) fir 1 <d<n. Weil Q(\l/i, - \/5) nach Definition der kleinste Zwischenkorper
von C|Q ist, der diese Elemente enthilt, folgt Q(v/2, ..., ¥/2) C Q[kn]2.

»,2% In Teil (a) wurde gezeigt, dass a1, ..., a, € Z existieren, so dass die Gleichung i =Y u Y erfiillt

ist. Daraus folgt

a)e

%G = 9 = oYW = Hg” = J[v2)~.
d=1 a=1
Die Gleichung zeigt, dass "¢/2 im Korper Q(v/2, ..., {/2) enthalten ist. Weil Q( *%/2) nach Definition der
kleinste Zwischenkorper von C|Q ist, der */2 enthilt, folgt Q( "*¢/2) C Q(v/2, ..., ¥/2).

Nach dem Eisenstein-Kriterium ist das Polynom f,, = x*» —2 im Polynomring Qlx] irreduzibel, auerdem

normiert. Wegen f,,( k?/ﬁ) =0 ist es also das Minimalpolynom von *{/2 iiber Q. Wir erhalten

Q(V2,..¥2):Q] = [Q('V2:Q] = grad(fn) = k.



