Aufgabe F13T1A2 (54545 Punkte)

Sei f = a2 —2 € Q[z]. Sei weiter fo = x und fiir n > 1 sei f, = fn_1(f) = f(fa_1) das n-fach iterierte

Polynom, also
fi=2>-2 fo=02%>-2%-2, f3=(2?-2)%-2)2-2 usw.

Zeigen Sie:

(a) Alle Polynome f,, sind irreduzibel.

. ijontl N N . . _
(b) Sei z, = €™/?""" eine primitive 2"*2-te Einheitswurzel. Fiir k ungerade ist 2 cos Qﬁ% =2k + 2"

eine Nullstelle von f,,.

(c¢) Die Galoisgruppe von f, iiber Q ist abelsch.

Lésung:

zu (a) Wir beweisen durch vollstéindige Induktion, dass das Bild f,, von f,, in Z/4Z[z] durch f, = 22" +2
gegeben ist. Fiir n = 1 ist dies offenbar der Fall. Setzen wir die Aussage nun fiir n voraus. Dann gilt
foi1 = f(fa) = F(@®" 42) = (22" +2)2 -2 = 22" 4422 +4-2 = 22" +2. Damit ist die Gleichung fiir
alle n € IN bewiesen. AuBerdem ist das Polynom f; normiert, und auf Grund der Gleichung f,, 11 = f2—2

ist mit f,, auch f, 1 normiert, fiir alle n € IN.

Sei nun n € N, und seien ayg, ..., aon € Z die Koeffizienten mit f, = Zfio arx”. Weil jedes f,, normiert
ist, gilt jeweils agn = 1, insbesondere 2 { agn. Wegen f,, = 22" 42 gilt dariiber hinaus 2 | a, fiir 0 <r < 2"
und ag = 2 mod 4, also 4 t ag. Weil f,, normiert ist, ist f,, auch primitiv. Somit sind alle Voraussetzungen
des Eisenstein-Kriteriums sind erfiillt. Folglich ist f,, in Z[z] und nach dem Gaufischen Lemma auch in
Q[z] irreduzibel.

zu (b) Wiederum beweisen wir die Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist z; nach

Definition eine primitive achte Einheitswurzel. Fiir jedes ungerade k € 7 ist 2z?* somit eine primitive

vierte Einheitswurzel, also z2* € {+i}. Im Fall 22¥ =i gilt zf% = —1, und wir erhalten
fili+zh) = (GFr®?-2 = Zrpoq* o2 = g = g4 (-i) = 0
Dieselbe Rechung liefert fi(z; + z;') = 0 auch im Fall 27¥ = —i. Sei nun n € N, und setzen wir die

Aussage fiir n voraus. Nach Induktionsvoraussetzung ist z¥ 4z fiir jedes ungerade k € Z eine Nullstelle

von f,. Wegen fn1 = fn(f) und 22, = 2, gilt nun fiir jedes ungerade k € Z jeweils
fn+1(25+1 + Z;-El) = fn(f(z’ﬁ—‘rl + Z;-];l)) = fn((sz-i-l + Z;-’:l)Q -2) =
faefa 4242385 -2) = falz+2,5) = 0

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung angewendet wurde.



zu (c) Nach Teil (b) sind die Elemente 2§ 4 25 * fiir jedes ungerade k € Z Nullstellen von fy. Wegen
|za] = 1 ist 25 jeweils das zu 2§ konjugiert-komplexe Element. Daraus folgt 25 + z5% = 2Re(z) =
2Re(eF™/®) = 2cos(AF). Weil die Kosinusfunktion auf dem Intervall [0, 7] streng monoton fallend ist,
sind durch 2 cos(%’r) mit k € {1,3,5,7} vier verschiedene Nullstellen von fo gegeben. Wegen grad(f2) ist

dies die genaue Menge der Nullstellen von fy in C. Somit ist
L = Q(2cos(%),2cos(38),2cos(3F),2cos( X))

der Zerfallungskorper von fo in C. Als Zerfillungskorper eines Polynoms iiber @ ist L normal iiber Q,
insbesondere algebraisch. Wegen char(Q) = 0 ist L damit auch separabel iiber Q. Insgesamt ist L|Q eine

Galois-Erweiterung.

Weil zy eine primitive 16-te Einheitswurzel ist, handelt es sich bei Q(z2) um den 16-ten Kreistei-
lungskorper. Laut Vorlesung ist Q(z2)|Q galoissch, mit Galoisgruppe G = Gal(Q(z2)|Q) isomorph zu
(Z/16Z)* = Z/2Z7 x Z/4AZ. Insbesondere ist G abelsch. Wegen cos(F) = 25 + 2" € Q(z) fiir
k = 1,3,5,7 ist L ein Teilkorper von Q(z2). Weil es sich bei L|Q um eine normale Teilerweiterung
von Q(z2)|Q handelt, ist Gal(f2|Q) = Gal(L|Q) laut Vorlesung isomorph zu einer Faktorgruppe von G.
Als Faktorgruppe einer abelschen Gruppe ist auch Gal(f2|Q) abelsch.



