Aufgabe F13T1A1

Sei S={n€7Z | esgibt x,y € Z mit n = 22 — 23y?}. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Die Zahl 97 ist kein Element von S.
Hinweis: Sie kénnen zum Beispiel das Quadratische Reziprozititsgesetz verwenden.

(b) Sind a,b € S, dann ist auch ab € S.

Lésung:

zu (a)  Angenommen, die Zahl 97 liegt in S. Dann gibe es z,y € Z mit 22 — 23y* = 97. Daraus wiirde
2% = 97 mod 23 folgen, es wire also 97 ein quadratischer Rest modulo 23. Weil die Primzahl 23 zudem

kein Teiler von 97 ist, wiirde fiir das Legendre-Symbol also

97
(23> = 1 gelten.

Aber die Rechenregeln fiir das Legendre-Symbol einschliefllich dem quadratischen Reziprozititsgesetz

5) - & - G) -6 -0

liefern

Die Annahme 97 € S hat also zu einem Widerspruch gefiihrt.

zu (b)  Hier ist die Rechnung am tibersichtlichsten, wenn man im Ring Z[v/23] rechnet. Sind a,b € S,
dann gibt es u, v, z,y € Z mit

a=u?—-230% = (u—vv23)(u+vv23) und b=2x?—-23y* = (z —yV23)(x +yV23).

Es gilt
(u—vV23)(x —yV23) = (uzx+23vy) — (v + uy)V23

und
(u+vv23)(z +yv23) = (uzx+ 23vy) + (v + uy)V23.

Durch Einsetzen erhalten wir
ab = (u—V23v)(u+V23v)(z — V23y)(z + V23y)
= (u—V23v)(z — V23y)(u + V23v)(z + V23y)
= ((ux + 23vy) — (vr + uy)vV23)((uz + 23vy) + (va + uy)V'23)
= (uz + 23vy)? — 23(ve + uy)®.

Wegen uz + 23vy € Z und vz + uy € 7 liegt ab also in S.



