Aufgabe F12T3A1 (6 Punkte)

In der Gruppe G = GL4(C) betrachten wir die Teilmenge

M = ({BeGLyC)|B*=E,=
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(a) Zeigen Sie, dass alle Matrizen B € M diagonalisierbar sind.

(b) Zeigen Sie, dass die Operation G x M — M, (A, B) = ABA™! von G auf M durch Konjugation
wohldefiniert ist und die Menge M in genau 5 disjunkte Bahnen zerlegt.

Lésung:

zu (a) Sei B € M. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass B genau dann diagonalisierbar ist, wenn
wir C* als direkte Summe von Eigenrdumen der Matrix B darstellen kénnen. Ist A € C ein Eigenwert

von B und v € C* ein zugehoriger Eigenvektor, dann gilt
My = AMw) = AXBv) = B(lw) = B%» = Ew = 1l-w ,

also (A2 — 1)v = 0, woraus wegen v # 0 die Gleichung A\*> — 1 = 0 und somit A € {£1} folgt. Die Menge
der Eigenwerte von B ist also in {£1} enthalten (wobei aber £1 nicht unbedingt beides Eigenwerte von

B sein miissen, wie das Beispiel B = E, zeigt). Wir beweisen nun die Gleichung
C* = FEig(B,1)®Eig(B,-1).

Die Inklusion ,, D“ ist offensichtlich. Zum Beweis von ,,C* sei v € C* vorgegeben. Setzen wir u = %(v—i—Bv)
und w = (v—Bv), dann gilt u+w = Lo+ 3IBv+iv—1Bv=v. Aus Bu= 1Bv+1B% = }Bv+Ew =
v+ 2 Bv = u folgt u € Eig(B,1). Aus Bw = $ Bv— 3 B%v = { Bv— Eyv = —(v— § Bv) = —u folgt ebenso
u € Eig(B, —1). Insgesamt ist damit v = u + w € Eig(B, 1) @ Eig(B, —1) nachgewiesen. Aus der soeben

bewiesenen Gleichung folgt die Diagonalisierbarkeit von B.

zu (b)  Zunéchst iiberpriifen wir, dass durch G x M — My, (A, B) — ABA™! tatsichlich eine
Abbildung G x M — M definiert ist, wobei My ¢ die Menge der 4 x 4-Matrizen iiber C bezeichnet. Seien
dazu A € G und B € M vorgegeben. Aus M? = E, folgt (A- B)? = (ABA™1)? = (ABA™Y)(ABA™Y) =
AB?A~! = A B, also ist auch A - B wieder in M enthalten. Dariiber hinaus ist durch die Abbildung
G x M — M eine Operation von G auf M definiert. Denn fiir jedes B € M ist Ey- M = E4ME471 =M,
und fiir alle A1, Ay € G und B € M gilt

(A1A2)- B = (A1A)B(A1As)™Y = A1AsBAJYATY = Ay (AsBA;Y) = A, (A B).

Um zu zeigen, dass M beziiglich der Operation in genau fiinf Bahnen zerfillt, betrachten wir die fiinf

Matrizen



1 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0
01 0 O 1 0 0 -1 0 0
BO_ ) Blz ) BQZ )
0 0 1 0 01 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
-1 0 0 O -1 0 0 0
0O -1 0 0 0 -1 0 0
B3 = und B, =
0 0 -1 0 0 0O -1 0
0 0 0 1 0 0 0 -1

und zeigen, dass G(Bg) mit 0 < k < 4 genau die fiinf Bahnen der Operation sind. Aus der Linearen
Algebra ist bekannt, dass fiir jedes A € C und je zwei &hnliche Matrizen B, B’ € M die geometrischen
Vielfachheiten p,(B, ) und pg(B’, \) iibereinstimmen. (Ist némlich A € G mit B’ = ABA™!, dann
ist durch v — Awv eine bijektive lineare Abbildung zwischen Eig(B, ) und Eig(B’,\) definiert, und
somit haben die Vektorrdume dieselbe Dimension. Alternativ kann man sich auch auf den Satz berufen,
dass dhnliche Matrizen bis auf Reihenfolge dieselbe Jordansche Normalform besitzen. Bekanntlich ist die
geometrische Vielfachheit von A die Anzahl der Jordankéstchen zum Eigenwert A in der Jordanschen
Normalform.) Offenbar gilt py(Bi,1) = 4 — k und pg(By,—1) = k fir 0 < k£ < 4, wie man an den

Diagonaleintragen unmittelbar abliest.

Wiirden zwei Bahnen G(By) und G(By) mit k # ¢ {ibereinstimmen, dann wiirde daraus By € G(By)
folgen, und damit gibe es eine Matrix A € G mit B, = AB,A~!. Die Matrizen wiren also #dhnlich
zueinander, und folglich wéren die geometrischen Vielfachheiten 14(Bg, 1) und pg(By, 1) gleich. Aber
wie wir oben festgestellt haben, ist dies nicht der Fall, und somit sind durch G(Bj) mit 0 < k < 4 fiinf

verschiedene Bahnen der Gruppenoperation gegeben.

Sei nun G(B) eine beliebige Bahn der Gruppenoperation, mit B € M. Weil B nach Teil (a) diagonali-
sierbar ist, gibt es ein A € G, so dass D = ABA~! eine Diagonalmatrix ist; dabei sind die Eintriige auf
der Diagonalen genau die Eigenwerte von D und A. Wie in Teil (a) gezeigt wurde, sind nur +1 als Eigen-
werte moglich. Nehmen wir an, dass es genau ¢ 1-en und k (—1)-en auf der Hauptdiagonale gibt. Dann
ist k4 ¢ = 4. Weil zwei Diagonalmatrizen genau dann &hnlich zueinander sind, wenn sich bis auf Rei-
henfolge dieselben Elemente auf der Hauptdiagonalen befinden, gibt es ein A’ € G mit A’D(A’)~! = By.
Insgesamt gilt B = A"1DA = A1 (A") !B A’A= (A'A)"'By(A'A) = (A’A)~!- By € G(By). Also liegt
jedes B € M in einer der fiinf Bahnen G(By), ..., G(By). Dies zeigt, dass es beziiglich der Operation keine
weiteren Bahnen gibt. Insgesamt haben wir also bewiesen, dass M beziiglich der Operation in genau fiinf

Bahnen zerfillt.



