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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1

Seien Z[i] = {a + b | a,b € Z} C C die GauBschen Zahlen und
N(a+ bi) = a® + b?

die tibliche Norm. Fiir a, 8 € Z[i] ist « ein Teiler von S (Notation: a|B), falls § = 7 - a fiir ein
v € Zl[i] gilt. Zeigen Sie:

(a) 4+ 5 ist ein Teiler von 14 — 3i.
(b) 3+ 7i ist kein Teiler von 10 + 3i.

(¢) Fir a = a+ bi € Z[1] gilt: N(a) ist gerade < 1+ teilt a.

Aufgabe 2

Sei V ein K-Vektorraum und f : V — V eine K-lineare Abbildung. Es seien m > 1 und
ao, . ..,am_1 € K gegeben mit

fm+am_1fm—l +--4a1f+a=0,
wobei m minimal gewihlt ist (d.h. es gibt keine solche Relation mit kleinerem m). Zeigen Sie:

(a) Ist ag =0, so ist f nicht invertierbar.

(b) Ist ap # 0, so ist f invertierbar.

Aufgabe 3

Sei K C L eine algebraische Korpererweiterung. Es sei & € L mit K(a) = L. Zu jedem Zwischen-
korper E ist Pp das Minimalpolynom von a tiiber E.

(a) Zeigen Sie, dass [L : E] = deg(Pg) fiir jeden Zwischenkérper E gilt.

(b) Seien E und F zwei Zwischenkorper mit F' C E. Zeigen Sie, dass Py ein Teiler von Pp in
E[X] ist.

(c) Sei E ein Zwischenkorper. Sei F' der Zwischenkorper erzeugt von den Koeffizienten von Pg.
Zeigen Sie, dass Pg = Pp gilt. Folgern Sie daraus, dass F = F ist.

Fortsetzune nichste Seite!



Frithjahr 2021 Einzelprifungsnummer: 63912 Seite: 3

Aufgabe 4

Gegeben sei die Gruppe der invertierbaren 3 x 3-Matrizen iiber dem Korper mit 2 Elementen

G = GL3(F2).

(a) Verifizieren Sie, dass G die Ordnung 168 hat.

(b) Bestimmen Sie eine 2-Sylow-Gruppe von G.
Hinweis: Betrachten Sie Dreiecksmatrizen in G.

(¢) Wie viele 2-Sylow-Gruppen hat G?
Hinweis: Betrachten Sie den Stabilisator einer 2-Sylow-Gruppe.

Aufgabe 5

Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und K(«,3)/K eine endliche Galoiserweiterung. Seien
weiter K(a)/K und K(B)/K Galoiserweiterungen, sowie K(a) N K(B3) = K.
Setze G = Gal(K (o, B8)/K(a+ B)). Zeigen Sie:

(a) Fir 0 € G gilt: 0(a) —a =B —0(B) € K.
(b) Esist K(a+ 8) = K(a,8).

Hinweis zu b): Berechnen Sie zunichst ¢7(a) unter Verwendung von (a).
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1

(a) Begriunden Sie, dass die Permutation

;1234567809\
" \758391642 9

in der alternierenden Gruppe Ag liegt.

(b) Zeigen Sie, dass p(n) fir n > 3 stets gerade ist — hierbei bezeichne ¢ die Eulersche -
Funktion.

(c) Begriinden Sie, dass in einem Integritétsbereich R aus €2 = e, wobei e € R, stets e = 0 oder
e = 1 folgt.

(d) Bestimmen Sie den Kérpergrad [Q(v/7-e~2"/%) : Q).

Aufgabe 2

Sei K ein Kérper und K* die Menge aller Abbildungen K — K. Es sei die Abbildung
o: K[X] = K, [ o(f)
betrachtet, wobei ¢(f)(z) := f(z) fir alle € K. Beweisen Sie:

(a) Genau dann ist ¢ injektiv, wenn K unendlich ist.

(b) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn K endlich ist.

Aufgabe 3

Sei R ein (nicht notwendig kommutativer) Ring mit Eins. Ein Element z € R heiit nilpotent, falls
es ein n € N mit z" = 0 gibt.

(a) Zeigen Sie: Ist der Ring R kommutativ, und ist © € R eine Einheit sowie z € R nilpotent,
so ist u+z eine Einheit.

(b) Es sei R der Ring der 2 x 2-Matrizen iiber Q. Geben Sie mit Begriindung ein Beispiel fiir
eine Einheit u € R und ein nilpotentes Element z € R derart, dass u+x keine Einheit ist.

Fortsetzune nachste Seite!
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Aufgabe 4

(a) Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe einer galoisschen Korpererweiterung L/K vom Grad 143
stets zyklisch ist.

(b) Sei L/K eine galoissche Korpererweiterung vom Grad 55 mit nichtabelscher Galoisgruppe.
Zeigen Sie: Es gibt genau einen echten Zwischenkorper M von L/K, sodass M/K eine
Galoiserweiterung ist. Berechnen Sie den Grad [M : K].

Aufgabe 5

(a) Sei K ein Korper, n > 1 eine natiirliche Zahl und sei A eine beliebige n x n-Matrix {iber K.
Zeigen Sie: Es existiert eine endliche Koérpererweiterung L /K derart, dass A einen Eigenwert
A € L besitzt.

(b) Begriinden Sie, dass L := Q[T']/(T?+T+1) ein Korper ist. Zeigen Sie, dass a := [T] € L ein
Eigenwert der linearen Abbildung

L33, flu,v,w) = (-w,u—w,v)

ist, und geben Sie einen Eigenvektor zum Eigenwert « an.
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1

1. Zeigen Sie, dass durch
K = (Z/72)[T)/(T* - 2)

ein Korper mit 343 Elementen gegeben wird.

2. Bestimmen Sie das Minimalpolynom der komplexen Zahl z = 7t + ei iiber R.

3. Zeigen oder widerlegen Sie, dass das Polynom
f(X)=X"1 4105 X'"® +15X +45

iiber folgenden Korpern K irreduzibel ist:

(a) K=Q,
(b) K =R,
(C) Ki= Fg,

(d) K =QI[T]/(f(T))
(e) Begriinden Sie, dass Q[T']/(f(T)) ein Korper ist.

Aufgabe 2

1. Bestimmen Sie alle Nullstellen (mit Vielfachheiten) des Polynoms f(X): = X* + 2 iiber F3.
2. Berechnen Sie die galoissche Gruppe von f(X) tiber Fs.

3. Sei « eine Nullstelle von g(X): = X* + 2 in einem algebraischen Abschluss von Fj. Zeigen
Sie, dass dann auch 2a, 3o und 4a Nullstellen von g(X) sind.

4. Zeigen Sie, dass das Polynom g¢(X) iber F; irreduzibel ist.

5. Berechnen Sie die galoissche Gruppe von g(X) tiber F;.

Fortsetzune nichste Seitel
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Aufgabe 3

Seien G eine (endliche) Gruppe und ¢: G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus auf eine
weitere Gruppe H.

1. Zeigen Sie, dass H auflosbar ist, wenn G' auflésbar ist.

2. Zeigen Sie, dass H entweder trivial oder einfach ist, wenn G einfach ist.

Aufgabe 4

Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element a € R heifit nilpotent, falls a™ = 0 fiir eine natiirliche
Zahl n.

1. Begriinden Sie, warum in einem Korper das einzige nilpotente Element a das Element a = 0
ist.

2. Zeigen Sie, dass das Nilradikal
n: = {a € R| a ist nilpotent}
ein Ideal ist.
3. Zeigen Sie, dass das Nilradikal in jedem Primideal p des Ringes R enthalten ist.

4. Berechnen Sie das Nilradikal des (endlichen) Ringes Z/¢Z, wobei £ > 1 eine natiirliche Zahl
ist.

Aufgabe 5

1. Geben Sie mit Begriindung eine mogliche Abbildungsmatrix des Frobenius-

Homomorphismus
i F25 — F25,

aufgefasst als Endomorphismus des Fs-Vektorraumes Fys, an.

2. Bestimmen Sie die Anzahl der Unterkorper, die der endliche Korper Fg; besitzt.
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
Sei R ein kommutativer Ring (mit 1).

(a) Geben Sie die Definition eines grifiten gemeinsamen Teilers zweier Elemente a,b € R an.

(b) Begriinden Sie, dass in einem faktoriellen Ring je zwei Elemente einen gréften gemeinsamen
Teiler haben.

(c) Begriinden Sie, dass je zwei Elemente des Polynomrings Q[z, y] einen grofiten gemeinsamen
Teiler haben.

Zwei Elemente a,b € R heiflen teilerfremd, wenn 1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.
Sie heiflen relativ prim, wenn es u,v € R gibt mit ua + vb = 1.

(d) Zeigen Sie: Sind a, b € R relativ prim, dann sind sie auch teilerfremd.

(e) Geben Sie zwei Elemente a,b € Q[z,y| an, die teilerfremd sind, aber nicht relativ prim.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei V' ein unendlich-dimensionaler R-Vektorraum, auf dem eine positiv definite symmetrische
Bilinearform (-,-) definiert ist. Wir schreiben ||v|| := 1/ (v,v) fiir v € V.

Es seien vy, vs,...,v, € V. Zeigen Sie: Der Schwerpunkt s = %(vl +vs+ ...+ v,) ist das eindeutig
bestimmte Element v € V/, fiir das }_,_, ||v — v;||*> minimal wird.

Hinweis: Schreiben Sie v als v = s + w.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Sei K ein Kérper. Fiir Polynome f, g € K|z] sei f o g das Polynom f(g(z)).

Beweisen Sie oder wiederlegen Sie durch ein Gegenbeispiel, ob folgende Aussagen fiir alle Kérper K
richtig sind.

(a) Vf,g € K[z]: (f irreduzibel = f o g irreduzibel).
(b) Vf,g € K[z]: (f o g irreduzibel = f irreduzibel).

(c) Vf,g € K[z]: (f o g irreduzibel => g irreduzibel).

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

(a) Wir betrachten die additiven Gruppen Z C Q.

Zeigen Sie: Die Faktorgruppe Q/Z ist unendlich, aber jede endlich erzeugte Untergruppe
von Q/Z ist endlich.

(b) Sei A={f:Z—Z,z—azx+b|a==1be€ Z}.
Zeigen Sie: A ist eine Gruppe mit der Hintereinanderschaltung von Abbildungen als Ver-
kniipfung, und diese Gruppe ist isomorph zum semidirekten Produkt der (additiven) Grup-
pe Z mit der (multiplikativen) Gruppe {1}, wobei {£1} auf Z durch Multiplikation ope-
riert.

Aufgabe 5 (12 Punkte)
Sei Q C K C C, wobei K eine galoissche Korpererweiterung von Q vom Grad 2021 ist. Zeigen
Sie:
(a) Es gibt Zwischenkérper Q C L; C K, j € {1,2}, mit [L; : Q] = 43 und [L, : Q] = 47, die
iiber QQ galoissch sind.

(b) Sei & € K, sodass K = Q(«) gilt, und sei f das Minimalpolynom von « iiber Q. Dann
zerfillt f {iber R in Linearfaktoren.
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
Sei G eine Gruppe und seien a, b, ¢ Elemente aus G.

(a) Zeigen Sie, dass @ und a~! dieselbe Ordnung haben.
(b) Zeigen Sie, dass ab und ba dieselbe Ordnung besitzen.
(c) Zeigen Sie, dass abc und bca dieselbe Ordnung besitzen.

(d) Geben Sie Elemente a, b, c in der symmetrischen Gruppe Sz an, so dass abc und bac nicht
dieselbe Ordnung besitzen.

(e) Zeigen Sie, dass es in einer nicht kommutativen Gruppe G stets Elemente a, b, ¢ gibt, so dass
abc und bac nicht dieselbe Ordnung haben.

Aufgabe 2 (12 Punkte)
(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m von v/2 iiber Q. Zeigen Sie, dass m iiber Q[+v/2] nicht
in Linearfaktoren zerfallt.

(b) Sei Fs5 der endliche Kérper mit fiinf Elementen. Geben Sie einen Kérperisomorphismus
¢: F5[v2] = F5[v/3] explizit an.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Es sei L/K eine Kérpererweiterung vom Grad 2.

(a) Zeigen Sie, dass L/K stets normal ist.
(b) Zeigen Sie, dass L/K im Fall char K # 2 stets separabel ist.

(c) Geben Sie (mit Begriindung) jeweils ein Beispiel fiir eine separable und eine inseparable
Korpererweiterung L/K vom Grad 2 im Fall char K = 2 an.

Hinweis: fiir den zweiten Teil: Betrachten Sie den rationalen Funktionenkérper k(7") iiber
einem Korper k.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)
Zu betrachten seien die Korpererweiterungen Q(a) und Q(5) von Q, wobei

a:=v1+v/2cR und B:=ivVV2-1€C.

(a) Bestimmen Sie jeweils das Minimalpolynom von a und von 3 iiber Q.

(b) Bestimmen Sie die Grade [Q(c) : Q] und [Q(5) : Q]. Entscheiden Sie, ob die beiden Erwei-
terungen verschieden sind.

(c) Entscheiden und begriinden Sie, ob die Korpererweiterungen Q(«) und Q(8) von Q jeweils
normal sind.

(d) Bestimmen Sie die Automorphismengruppen Autg(Q(a)) und Autg(Q(5)).

Aufgabe 5 (12 Punkte)

(a) Sei G eine Gruppe und Aut(G) deren Automorphismengruppe. Zeigen Sie, dass folgende
Abbildung wohldefiniert ist und einen Gruppenhomomorphismus darstellt:

c: G— Aut(G), g+ [cg: x> gzg™l.

(b) Bezeichne S3 die symmetrische Gruppe des Grades 3. Beweisen Sie, dass die Automorphis-
mengruppe Aut(S3;) zur Gruppe S3 isomorph ist.
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Lésungsschritte sind sorgfaltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Sei S5 die symmetrische Gruppe auf {1, 2,3,4, 5} und sei A5 < S; die alternierende Gruppe. Zeigen
Sie die folgenden Aussagen:

(a) Sei U < S; eine Untergruppe mit 3 oder 5 Elementen. Dann ist U < Ajs.
(b) S5 hat genau 10 Untergruppen der Ordnung 3.

(c) S5 hat genau 6 Untergruppen der Ordnung 5.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es sei p eine Primzahl und F, = Z/pZ der endliche Kérper mit p Elementen. Wir betrachten die
Menge

G={ b )ae]E‘;,‘,bG]Fp}
01

von 2 x 2-Matrizen iiber dem Kérper F,,.
(a) Zeigen Sie, dass G C GL(2,F,) ist.

(b) Zeigen Sie, dass G eine Gruppe ist.
(c) Bestimmen Sie alle Primzahlen p, fiir die G abelsch ist.

(d) Bestimmen Sie alle Primzahlen p, fiir die G zu einer symmetrischen Gruppe S, isomorph
ist.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und sei a € L. Zeigen Sie:

(a) Das Minimalpolynom f, der K-linearen Abbildung ¢,: L — L, z — axz, ist gleich dem
Minimalpolynom g, von « iiber K.

(b) Ist L = K(a), so stimmen das charakteristische und das Minimalpolynom von ¢, iiberein.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)
Es sei Fo der Korper mit zwei Elementen und f = X4 + X + 1 € F5[X].

(a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel ist.

(b) Sei K = Fo[X]/(f) = F2(a) mit « = X die durch Adjunktion einer Nullstelle von f
entstandene algebraische Korpererweiterung von Fs.
Zeigen Sie, dass « ein Erzeuger der multiplikativen Gruppe K* ist.

(¢) Zeigen Sie: In K[X] gilt
f= X —0) X —of)-(X'—a) (X'~ a).
Aufgabe 5 (12 Punkte)

Seien m und n zwei positive ganze Zahlen mit ggT(m,n) = 1. Fiir jede positive ganze Zahl a sei
(. = e2™/% € C; (, ist eine primitive a-te Einheitswurzel. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a') Q(Cms Cn) = Q(Cmn)'
(b) [Q(¢m:Gn) = Ql = [Q(Gm) : Q] - [Q(G) : Q-
(C) Q(Cm) N Q(Cﬂ) = Q.
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Sei A € Mat(2,Q) eine 2 x 2-Matrix mit rationalen Eintrdgen, sodass A" die Einheitsmatrix I,
ist fiir ein n > 1. Sei m4 € Q[X | das Minimalpolynom von A. Zeigen Sie:

(a) Der Grad von m, ist héchstens 2.
(b) Das Polynom m ist ein Teiler von X" — 1 in QX].

(c) Wéhlt man n > 1 minimal mit A® = I,, dann ist n € {1,2,3,4,6}.
Hinweis: Betrachten Sie geeignete Kreisteilungspolynome.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die letzten drei Ziffern von 7404404,
(b) Es sei  die Eulersche y-Funktion. Zeigen Sie, dass ¢(n?) =ny(n) firallen e N gilt.

(c) Es sei p eine Primzahl mit p ¢ {2, 5}. Zeigen Sie, dass p eine der Zahlen 9, 99, 999, 9999, . ..
teilt.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Man betrachte die symmetrische Gruppe S; des Grades 4 und
V= {(1),(12)(3 4).(13)(24),(14)(2 3)} C S..
(a) Zeigen Sie, dass V' ein zu Z/2Z x Z/2Z isomorpher Normalteiler in S, ist.
(b) Zeigen Sie, dass S;/V zur symmetrischen Gruppe S; isomorph ist.
(c) Beweisen Sie, dass S; keinen Normalteiler der Ordnung 8 hat.

(d) Bestimmen Sie alle Untergruppen und alle Normalteiler der Faktorgruppe S;/V.

Fortsetzung niichste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle Ideale des Rings Z/2022Z. Bestimmen Sie darunter alle Primideale in
Z/2022Z.

(b) Bestimmen Sie alle idempotenten Elemente des Rings R := Z/2022Z, d.h. alle Elemente
a € R mit a® = a.

(¢) Bestimmen Sie die Anzahl der Nullteiler im Ring Z/2022Z.
(d) Bestimmen Sie ein n € N mit n < 2022 und (Z/nZ)* = (Z/2022Z)*.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Fiir n € N-. sei a, := */2. Weiter seien 4 := {a, | n € N.} und K := Q(A). Zeigen Sie:
(a) [Q(an) : Q] = 2" fiir jedes n € N,
(b) [K:Q] =00
(¢) K =Unen, Qlan)

(d) K ist eine algebraische Kérpererweiterung von Q.
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Lésungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1

Gegeben sei die komplexe 2 x 2-Matrix
A= € Mat(2,C).

Berechnen Sie die Matrix 42022,
Aufgabe 2

(a) Geben Sie eine nicht-abelsche Gruppe G der Ordnung 100 an.

(12 Punkte)

(12 Punkte)

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Sylowsitze, dass jede Gruppe G der Ordnung 100 auflésbar ist.

(c) Zeigen Sie, dass eine Gruppe G der Ordnung 100 genau dann abelsch ist, wenn es in G

lediglich eine 2-Sylowgruppe gibt.

Aufgabe 3

(12 Punkte)

Sei n > 0 eine natiirliche Zahl und R ein kommutativer Ring (mit Einselement). Betrachten Sie

fiir a,b € R das Ideal I = (a,b) C R.

(a) Zeigen Sie: Aus a" = b" = 0 folgt I*" = 0.

(b) Nehmen Sie an, dass 2 = 1 + 1 eine Einheit von R ist und dass ¢ = 0 fiir alle ¢ € I gilt.

Zeigen Sie. dass dann ab = 0 folgt.

(c) Geben Sie einen kommutativen Ring R mit Elementen a.b € R an, fiir welche a2 = p? = 0
und ab # 0 gilt. Begriinden Sie, dass diese beide Eigenschaften fiir den von Ihnen angegebe-

nen Ring erfiillt sind.
Tipp: Betrachten Sie R = Q[X, Y]/I fiir ein geeignetes Ideal 1.

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Seien p eine Primzahl und n > 0 eine natiirliche Zahl. Seien F, C F,» endliche Kérper mit p bzw.
p" Elementen,

(a) Sei zunichst n = 2. Zeigen Sie: Fiir jedes a € Fpz \ F, gilt Fy(a) = Fpa.
(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente a € Fjz mit Fjz = Fy(a).

(c) Sei jetzt n = 6. Zeigen Sie, dass die Anzahl der Elemente a € F,s mit Fs = F,(a) genau
p® — p* — p* + p betragt.

(d) Bestimmen Sie die Anzahl der irreduziblen, normierten Polynome f € F,[X] vom Grad 6.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Betrachten Sie die Teilkérper K; = Q(v/3) und K, = Q(v/6) von C.

(a) Zeigen Sie: Fiir das Kompositum L = K; K, gilt L = Q(v/2, V3).
(b) Beweisen Sie: K; N K, = Q.
(c) Bestimmen Sie den Grad der Kérpererweiterung L/Q.

(d) Zeigen Sie, dass L/# galoissch ist und bestimmen Sie die Galois-Gruppe Gal(L/Q) bis auf
Isomorphie. @

(e) Bestimmen Sie simtliche Zwischenkérper der Erweiterung L/Q.
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Lésungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Gegeben sei die Gruppe G = GLy(F,) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen mit Eintréigen im Kérper

F,.

(a) Listen Sie alle Elemente von G auf.
(b) Zeigen Sie, dass die natiirliche Operation von G auf dem Vektorraum FZ einen Isomorphismus
¢: G > Bij(F}\ {0})

induziert. (Hier bezeichne Bij(M) die Gruppe der Bijektionen auf einer Menge M .)

Zeigen Sie insbesondere, dass G isomorph ist zu S3, der symmetrischen Gruppe iiber 3
Elementen.

(c) Zeigen Sie, dass eine Gruppe der Ordnung 30 héchstens 6 Untergruppen der Ordnung 5
haben kann.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

(a) Bestimmen Sie a,b € Z so, dass (1 + 2Z) N (2 + 3Z)N(3+5Z) = a + bZ.
(b) Bestimmen Sie simtliche ganzzahlige Lsungen (z,y) € Z? der Gleichung 221z + 39y = 26.

(c) Sei n > 2 und nehmen wir an, dass p = 2" + 1 eine Primzahl ist. Zeigen Sie, dass eine

Restklasse a € (Z/pZ)* genau dann die Gruppe (Z/pZ)* erzeugt, wenn a kein Quadrat in
Z[pZ ist.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Essei R:=Z[i] = {a +ib | a,b € Z} der Ring der ganzen gaufischen Zahlen.

(a) Bestimmen Sie die Einheitengruppe von R. Fiihren Sie einen expliziten und vollstindigen
Beweis der Korrektheit Thres Ergebnisses.

(b) Zeigen Sie, dass zwei Elemente w, z € R genau dann assoziiert sind. wenn w® = 24 gilt.

(c) Es sei (1 — ¢) das von dem Element 1 — i erzeugte Ideal von R. Bestimmen Sie das Ideal
1-inNnZ.

Fortsetzung nichste Seite!
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Es sei K ein Teilkérper von C, sodass K/Q eine Galoiserweiterung vom Grad 4 mit zyklischer
Galoisgruppe Gal(K/Q) ist. Zeigen Sie, dass dann i ¢ K gilt.

Hinweis: Nehmen Sie an, dass i € K gilt und betrachten Sie K/Q(i).

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Es sei K = Q(v/2, V3,1).

(a) Bestimmen Sie den Grad der Korpererweiterung [K : Q).

(b) Entscheiden und begriinden Sie, ob es einen Q-Automorphismus ¢ : K —s C mit

p(V2) = V3 gibt.

(c) Entscheiden und begriinden Sie, ob die Erweiterung K/Q galoissch ist.




Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Gegeben sei die Gruppe
a b
&= € Mat(2,Q) | a,b,c € Q, ac # 0}
0 c

der invertierbaren oberen 2 x 2-Dreiecksmatrizen iiber Q. Ferner seien

a b a b
H={ €G|lc=a} und U={ € G|b=0}.

0 ¢ 0 ¢

(a) Zeigen Sie, dass H ein Normalteiler in G ist und dass durch
v: G/H — Q% mit )=-—

ein wohldefinierter Gruppenisomorphismus gegeben ist.
(b) Zeigen Sie, dass U eine Untergruppe von G, aber kein Normalteiler ist.

(c) Betrachten Sie die Operation von U auf H durch Konjugation. Geben Sie ein Re-
prasentantensystem der Bahnen dieser Gruppenoperation an.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei R der Faktorring R = Q[X]/(X2% — 7X +12).
(a) Zeigen Sie, dass R als Ring zu Q x Q isomorph ist.
(b) Geben Sie explizit einen Ringisomorphismus ¢ : Q@ x Q@ — R an.
(c) Bestimmen Sie alle Zahlen a € Q, sodass die Restklasse von X + a in R eine Einheit ist,

und finden Sie jeweils das dazu inverse Element.
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Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung und sei a € L. Zeigen Sie, dass a genau dann
ein primitives Element fir L/K ist, wenn die Elemente o(a) fiir o € Gal(L/K) paarweise
verschieden sind.

(b) Beweisen Sie, dass Q(1/3,4)/Q eine Galoiserweiterung ist und bestimmen Sie die Elemente
der Galoisgruppe.

(c) Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € Q \ {0} das Element @ = /3 + ¢ - i ein primitives Element der
Galoiserweiterung Q(+/3,4)/Q ist.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Betrachten Sie das Polynom f(X) = X*+5X%+5 € Q[X]. Es sei Z C C sein Zerfillungskérper
in C und a € Z eine Nullstelle.

(a) Dividieren Sie das Polynom f(X) durch X% — a? € Q(a)[X], ohne die Nullstelle explizit zu

berechnen.
(b) Zeigen Sie, dass die Gleichung (a® + 3a)? = —(5 + a?) gilt.
(c) Zeigen Sie, dass [Z : Q] = 4 und Gal(Z/Q) = Z/4Z gilt.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei ®,(X) € Q[X] das n-te Kreisteilungspolynom iiber Q. Zeigen Sie:

(a) Esgilt X™ — 1= (X —1)-h(X) mit einem Polynom h(X) € Q[X] mit h(1) = n.
(b) Ist n = p* fiir eine Primzahl p und k > 1, so gilt ®,(1) = p.

(c) Hat n mindestens zwei Primzahlen p # g als Teiler, so ist ®,(1) = 1.
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Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Eine affine Ebene in R? ist die Menge aller Punkte (z,y,2) in R3, die eine Gleichung der Form
az + by + cz + d = 0 erfiillen mit fest vorgegebenen Zahlen a,b,c,d € R und (a, b, c) # (0,0,0).

(a) Fiir j = 1,2,3,4 seien vier Punkte P; = (zj,y;,2;) € R® gegeben. Zeigen Sie, dass
Py, Py, P3, P genau dann in einer affinen Ebene liegen, wenn gilt:

T o2 1
T2 Y2 22 1

Tz Yz z3 1

Ty Ysa 24 1

(b) Sei C' = {(t,t*,t*) € R? | t € R}, und sei E C R3 eine affine Ebene. Zeigen Sie, dass CN E
hochstens drei Elemente hat.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei K ein Korper, sei K [X] der Polynomring iiber K in einer Unbestimmten, und sei L = K(X)
der Quotientenkérper von K[X]. Sei weiter

R={|abe K[X], ggT(a,) = 1, b(0) # 0} C L.
Zeigen Sie:

(a) Die Menge R ist ein Unterring von L.
(b) Sei I ein Ideal von R. Dann ist I N K[X] ein Ideal von K[X].

(c) Der Ring R ist ein Hauptidealring.
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Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Esist 337 =2-3-5-11+7 = 1317+ 22%-29. Erkliren Sie, dass daraus folgt, dass 337 eine
Primzahl ist.

(b) Sei peine Primzahl und n > 1. Zeigen Sie, dass die Gleichung z" = 1 in F, genau ggT(n, p—1)
verschiedene Losungen besitzt.

(c) Ermitteln Sie alle positiven ganzen Zahlen n, fiir die die Gleichung z" = 1 im Ring
R :=7Z/2022 Z genau n Losungen hat.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei f = X%+ 3 € Q[X], sei a € C eine Nullstelle von f, und sei K = Q(a) C C. Zeigen Sie:
(a) Das Polynom f ist iiber Q irreduzibel.
(b) Die Zahl ¢ := (1 + @®) € K ist eine primitive sechste Einheitswurzel.
(c) Der Korper K ist eine Galoiserweiterung von Q.

(d) Die Galoisgrupppe Gal(K/Q) ist nicht abelsch.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei G eine Gruppe der Ordnung 2022.

(a) Nennen Sie vier paarweise nicht isomorphe Beispiele von Gruppen der Ordnung 2022 und
begriinden Sie, dass die Gruppen paarweise nicht isomorph sind.

(b) Zeigen Sie, dass G auflésbar ist.

(c) Beweisen Sie, dass G einen Normalteiler H vom Index 2 besitzt.
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Herbst 2022 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Gegeben sei eine endliche Kérpererweiterung L/ K. Weiterhin sei Try/x : L — K die Abbildung,
die jedem Element a € L die Spur der Multiplikation m, : L — L (b — ab) zuordnet. Dabei
ist die Spur einer K-linearen Abbildung ¢ : L — L definiert als die Summe der Hauptdiagonal-
elemente einer Darstellungsmatrix.

(a) Zeigen Sie, dass Trz,x eine K-lineare Abbildung ist.

(b) Nun sei {aj,...,a,} eine K-Basis von L. Beweisen Sie, dass sich die Diskriminante
Ar/k(ay,...,an) = det(Trp/k(a:a;)i;) um einen Faktor aus (K*)? dndert, wenn man die
Basis wechselt.

(c) Seien p,q € Q so gewihlt, dass X? 4+ pX + ¢ ein irreduzibles Polynom ist. Finden Sie
Ark(l,z) fir K =Q und L = K[X]/(X? + pX + q), wobei z die Restklasse von X in L
bezeichne.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

(a) Geben Sie eine vollstdndige Definition des kleinsten gemeinsamen Vielfachen zweier ganzer
Zahlen an.

(b) Beweisen Sie mithilfe Threr Definition aus (a), dass fiir a, b, ¢,d € Z die folgende Formel gilt:

kgV(kgV(a,b),kgV(c,d)) = kgV(kgV(a,c),kgV(b,d))

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Seien p, g, r Primzahlen mit p < ¢ < r, und sei G eine Gruppe der Ordnung p-q-r. Fiir i € {p,q,7}
bezeiche s; die Anzahl der verschiedenen i-Sylowuntergruppen von G. Beweisen Sie:

(a) Besitzt G keine normale Sylowuntergruppe, so gilt s, > ¢ und s, > r und s, = pq.
(b) Die Gruppe G besitzt eine normale Sylowuntergruppe.

(c) Eine Gruppe der Ordnung 2022 ist nicht einfach.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei K =Z[X]/(X?+2, X*+ X3+ X?+ X +1).

(a) Beweisen Sie, dass 3 € (X° +2, X*+ X3 + X2 + X + 1) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass K ein Korper ist.

(c) Beweisen Sie, dass K eine Galoiserweiterung seines Primkérpers [F3 ist und bestimmen Sie
die Galoisgruppe von K /Fj.

(d) Sei z die Restklasse von X in K. Zeigen Sie, dass {z, z3, 2% 2%"} eine F3-Basis von K
ist und bestimmen Sie die Darstellungsmatrizen der Elemente der Galoisgruppe Gal(K/F3)
bzgl. dieser Basis.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement, und sei I der Durchschnitt der maximalen Ideale
von R.

(a) Zeigen Sie, dass [ ein Ideal von R ist.

(b) Beweisen Sie, dass ein Element a € R genau dann in [ liegt, wenn fiir alle b € R das Element
ab — 1 eine Einheit von R ist.
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Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

(a) Essei (A, -) eine abelsche Gruppe. Zeigen Sie, dass die Abbildung
¢: A— A, @St
ein Gruppenhomomorphismus ist.

(b) Geben Sie ein Gegenbeispiel an, welches zeigt, dass die entsprechende Aussage fiir beliebige
Gruppen im Allgemeinen falsch ist.

(¢) Mit A, werde die alternierende Gruppe iiber vier Buchstaben bezeichnet. Bestimmen Sie
diejenigen n € Zs, fiir die es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus ¢: 2%y — Z/(n)
gibt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)
(a) Geben Sie die Definition von Nullteilerfreiheit eines kommutativen Rings an.

(b) Bestimmen Sie alle Nullteiler und Einheiten sowie die Inklusionen aller Ideale des kommu-
tativen Rings Z/(27).

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass jeder irreduzible Faktor von f := X* — 25 € Q[X] separabel iiber Q ist.

(b) Bestimmen Sie ein primitives Element eines Zerfallungskorpers L von f iiber Q und die
Dimension von L iiber Q.

(c) Berechnen Sie die Automorphismengruppe von L iiber Q.

(d) Bestimmen Sie alle Zwischenkorper Q C K C L und ihre Inklusionen.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass die Charakteristik eines endlichen Korpers eine Primzahl ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Anzahl der Elemente eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' iiber
einem endlichen Korper K eine Potenz der Charakteristik von K ist.

(c) Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen; die Charakteristik von K sei ungleich 2. Be-
rechnen Sie die Machtigkeit der Bahn des Elementes

01
A= EGLQ(K)

10

unter der Operation von GLg(K) durch Konjugation.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Seien K ein Kérper und f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorrdumen V' und W. Seien

V* := Homg(V, K) und W* := Homg (W, K)

die Dualrdume, sowie f*: W* — V* ¢ — ¢ o f, die duale Abbildung.

(a) Sei vi,...,v, eine K-Basis von V. Zeigen Sie, dass f genau dann injektiv ist, wenn
f(v1),..., f(vs) linear unabhéngig sind.

(b) Zeigen Sie: Ist f injektiv, dann ist f* surjektiv.

(c) Zeigen Sie: Ist f* surjektiv, dann ist f injektiv.
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Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
(a) Es seien a,b € Z. Zeigen Sie:
7| (10a+b) < 7| (a—2b).

(b) Bestimmen Sie, fiir welche r € R das folgende lineare Gleichungssystem
(i) keine, (ii) genau eine, (iii) unendlich viele Lésungen hat.

re+ y+ z=1
e+ry+ z=1

z+ y+rz=1

(c) Geben Sie ein externes direktes Produkt zyklischer Gruppen an, das isomorph ist zur Ein-
heitengruppe (Z/40Z)*.
(Hinweis: Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen.)

(d) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des R? aus Eigenvektoren des Endomorphismus

- r—2z
o: R* = R?, of Y = 0
z —2x + 4z
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Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es sei G eine Gruppe der Ordnung 30. Es bezeichnen Us und Us jeweils eine 3- und eine 5-Sylow-
Gruppe von G. Zeigen Sie:

(a) Mindestens eine der Gruppen Us und Us ist ein Normalteiler von G.

(b) Ist Us normal, so hat G/Us; eine Untergruppe vom Index 2. Ist Us normal, so hat G/Us eine
Untergruppe vom Index 2.

(c) G hat eine Untergruppe U5 vom Index 2.

(d) Zeigen Sie, dass alle 3-Sylow-Gruppen und alle 5-Sylow-Gruppen von G in Ujs enthalten
sind.

(e) Folgern Sie, dass G genau eine 3-Sylow-Gruppe und genau eine 5-Sylow-Gruppe hat.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Essei R={z+yv/-3l|z,y€Z} CC.

(a) Begriinden Sie, dass R ein Ring ist.

(b) Zeigen Sie, dass R nicht faktoriell ist.
Hinweis: Beachten Sie 32 = (1 + +/—31) (1 — +/-31).

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Seien p und q zwei Primzahlen. Bestimmen Sie den Zerféllungskérper des Polynoms X? —g € K[X]
fiir die Grundkorper K = Q, R und C.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Es sei Fgos der endliche Korper mit 625 Elementen mit Primkorper P. Bestimmen Sie die Anzahl
der Elemente a € Fgo5 mit P(a) = Fgos.
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Frithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Es seien G die multiplikative Gruppe (Rso,-) und X = R3 der dreidimensionale R-Vektorraum
mit skalarer Multiplikation
RxX—=X, (A\z)—Az.

Weiter sei die folgende Abbildung gegeben:
2 GxX X, (gz)—~g-z:=gx
(das ist die skalare Multiplikation, eingeschrankt auf G x X).
(a) Zeigen Sie, dass - eine Operation von G auf X ist.

(b) Bestimmen Sie die Menge F' der Fixpunkte der Operation.

(c) Zeigen Sie, dass R = {z € R? | ||z|| = 1} U {0} ein Représentantensystem der Bahnen der
Operation ist.
Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es seien n € Zso und V der R-Vektorraum R™ " der reellen (n x n)-Matrizen. Fiir A € V sei
AT €V die zu A transponierte Matrix. Weiter seien

U={A€V|AT=A} ud W:={AeV|A =-A4A}.
Zeigen Sie:

(a) U und W sind Untervektorrdume von V.

b) V=UesW.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung 2023 = 7 - 172.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)
Es sei ¢ € C eine primitive 7-te Einheitswurzel, und es seien a := ¢ + ¢% und b := ( + (%2 + ¢*

(a) Geben Sie einen konkreten Isomorphismus zwischen der Einheitengruppe von Z/7Z und der

Galois-Gruppe von Q(¢)|Q an.

(b) Zeigen Sie, dass die Kérpererweiterungen Q(a)|Q und Q(b)|Q galoissch sind, und bestimmen
Sie die zugehorigen Galois-Gruppen bis auf Isomorphie.

(c) Bestimmen Sie die Minimalpolynome von a und b iiber Q.

Aufgabe 5 (12 Punkte)
Fiir einen kommutativen Ring R definieren wir S(R) = {r? +rZ | ri,r; € R}. |
(a)" Zeigen Sie: Sind r, 7’ € S(R), dann gilt auch rr’ € S(R).
(b) Bekanntlich sind die normierten irreduziblen Polynome in R[X] genau die Polynome der

Form X —r oder (X —a)? +v? mit r,a € R, b € Rso.
Zeigen Sie: S(R[X]) = {f e R[X] | V£ € R: f(&) > 0}.
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
(a) Seien n > 1 eine natiirliche Zahl und p # 2 eine Primzahl. Zeigen Sie:

p|(1+2434+...+(n—1)+n) < p|noderp|(n+1).

(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente der Einheitengruppe
(Z[x]/(2, X*+ X*+ X))"
des angegebenen Quotientenringes.

(c) Bestimmen Sie mithilfe des Chinesischen Restsatzes und unter vollstindiger Angabe des
Losungsweges die kleinste natiirliche Zahl n > 1, die die Kongruenzenn =1 (mod 3), n = 2
(mod 5) und n =0 (mod 8) erfiillt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Im Folgenden sei S,, die symmetrische Gruppe.

(a) Seio € S, ein Produkt o = (j - - - {» von paarweise disjunkten Zykeln (; der Lénge ¢;. Zeigen
Sie, dass die Ordnung von o gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen von 44, .. ., ¢, ist.

(b) Bestimmen Sie die maximale Ordnung eines Elements
(i) der Se; (ii) der Sr.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Seien G eine einfache Gruppe mit |G| > 2, die auf der endlichen Menge X operiere, und
p: G = L(X) ~ S, (n := |X]|) der zugehérige Gruppenhomomorphismus in die symme-
trische Gruppe von X. Zeigen Sie, dass p(G) in der alternierenden Gruppe A, enthalten
ist.

(b) Seien G eine nicht-abelsche einfache Gruppe, H C G eine Untergruppe sowie
n := (G : H) > 2. Zeigen Sie, dass G isomorph zu einer Untergruppe von A, ist, und
dass n > 5 gilt.

(c) Zeigen Sie, dass keine endliche einfache Gruppe der Ordnung 80 existiert.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring (mit 1). Sei weiter / C R ein Ideal. Wir definieren das Radikal von I
als
rad(l)={re R|r" €I fireinn € Zso}.

Zeigen Sie:
(a) rad([) ist ebenfalls ein Ideal von R.
(b) Ist I ein Primideal, dann gilt rad(I) = 1.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass der Kreisteilungskoérper Q((g) genau drei quadratische Teilkérper besitzt,
d. h. Zwischenkorper Q C K C Q({s) mit [K : Q] = 2.

(b) Bestimmen Sie in Teil (a) drei Elemente aj,as, a3 € Q so, dass die Zwischenkdrper
K; .= Q(\/a;) (1 <1 < 3) genau die quadratischen Teilkorper sind.

(c) Zeigen Sie, dass das Polynom X* + X + 1 € Fo[X] irreduzibel ist.

(d) Nach Teil (c) gilt Fis = F2() fiir ein o € F; mit o + a + 1 = 0. Bestimmen Sie die Grade
[F2(B) : Fq] in den beiden Féllen 8 =a+ 1 und 8= o+ 1.
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Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Sei w € C eine primitive dritte Einheitswurzel.

(a) Zeigen Sie, dass Q C Q(v/2,w) eine Galois-Erweiterung ist.
(b) Bestimmen Sie den Grad [Q(+/2,w) : Q] dieser Erweiterung.

(c) Sei G die Menge der invertierbaren 2 x 2-Matrizen der Form (&%) mit Eintrédgen in
F3 = Z/3Z. Zeigen Sie, dass G eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren
2 x 2-Matrizen ist, und geben Sie einen Isomorphismus G = Gal(Q(¥/2,w)/Q) an.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

(a) Geben Sie die Definition einer auflésbaren Gruppe an.

(b) Bestimmen Sie alle endlichen einfachen auflésbaren Gruppen.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

(a) Seien G; und G, endliche Gruppen und |G| teilerfremd zu |G,|. Sei weiter H C G x G eine
Untergruppe. Zeigen Sie, dass es Untergruppen H; C G; und Hy C G, gibt mit H = H; X Hs.

(b) Geben Sie zwei Gruppen G; und G, an sowie eine Untergruppe H C G X G, sodass H
nicht von der Form H; x H, fiir zwei Untergruppen H; C G und Hs C G ist.

(c) Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fiir jeden Teiler & > 0 von n gibt es eine Untergruppe U von G der Ordnung k.
(ii) G ist nicht abelsch.

Zeigen Sie, dass G nicht einfach ist.
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Aufgabe 4 (12 Punkte)

Es seien z = ($1,$2,$3,$4), y= (y17y2)y3)y4)7 = (Zl,Z2,23,24) S R4 beheblg und

\

(371 Ty T3z T4

Yi Y2 Ys Y4
f: R4 —F R, (Ul,U2,U3,'LL4) — det

21 29 23 24

\ul Us U3z Ug

(a) Zeigen Sie, dass f eine lineare Abbildung ist.
(b) Zeigen Sie, dass z, y; z Elemente des Kerns von f sind.

(c) Zeigen Sie, dass der Kern von f genau dann der von z, y, z aufgespannte Unterraum ist,
wenn diese Vektoren linear unabhingig sind.

(d) Bestimmen Sie den Kern von f im Fall, dass z, y, z linear abhiingig sind.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei R ein kommutativer Ring mit 1.

(a) Sei z € R ein Element mit z™ = 0 fiir ein m > 0. Zeigen Sie, dass dann 1+ 2z € R
multiplikativ invertierbar ist.

(b) Sei I C R ein Ideal. Zeigen Sie, dass dann auch
VI:={z € R|z™ eI fiir ein m > 0}
ein Ideal in R ist.
(c) Zeigen Sie, dass N(R) := {z € R | z™ = 0 fiir ein m > 0} ein Ideal in R ist.

(d) Geben Sie ein Beispiel fiir einen (nicht kommutativen) Ring R’ an, in dem N(R') C R’ (wie
in (c)) kein (Links-)Ideal ist.

Seite 5 von 7



Herbst 2023 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Aufgabe 1 (12 Punkte)
Sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G.

(a) Geben Sie die Definition des Indez (G : H) an. (G muss nicht endlich sein.)

b) Zeigen Sie, dass (G : H) ein Teiler von 168 ist, wenn H der Kern eines Homomorphismus
(b) Zeig s ; p
f: G — GL3(FF3) in die Gruppe der invertierbaren 3 x 3-Matrizen iiber dem Kérper Fy ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)
Es seien o := v/v12+3 € R, f:=iv/v/12-3 € C und L := Q(a, 8) C C.

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f = mg, g von « iiber Q und zeigen Sie, dass auch 8
eine Nullstelle von f ist.

(b) Begriinden Sie, warum L/Q eine Galois-Erweiterung ist.
(c) Zeigen Sie, dass L = Q(a, 1) gilt, und bestimmen Sie den Grad [L : Q).

(d) Zeigen Sie, dass die Galois-Gruppe Gal(L/Q) einen Normalteiler der Ordnung 2 enthilt.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei L Zerfsllungskorper des Polynoms f := X4 — X3 4+ 2X? — 2 iiber Q. Bestimmen Sie

(a) fiir eine Nullstelle 1 # a € L von f das Minimalpolynom von « iiber Q,
(b) den Grad [L : Q).

Aufgabe 4 (12 Punkte)

(a) Seien p eine ungerade Primzahl und n > 1. Zeigen Sie, dass die Gleichung 2> = 1 in
R = 7Z/p™Z genau zwei Losungen hat.

(b) Bestimmen Sie alle Lésungen der Gleichung 22 = 1 im Ring Z/2023Z.
Hinweis: 2023 =7 - 172,
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Aufgabe 5 (12 Punkte)

Seien R # 0 ein kommutativer Ring und F, G € R[X] Polynome, wobei G als normiert angenom-
men sei. Dann (das sollen Sie nicht beweisen) existieren eindeutig bestimmte A, B € R[X] so, dass
gelten F' = AG + B und deg(B) < deg(G) (hierbei ist deg(0) := —o0). (Das ist Division mit Rest
durch ein normiertes Polynom).

(a) Seien f: R — S # 0 ein Ringhomomorphismus und f[X]: R[X] — S[X] der Ringhomomor-
phismus, der auf B C R[X] mit f {ibereinstimmt und auerdem f[X](X) = X erfiillt. Zeigen
Sie, dass in S[X] gilt f[X](F) = fIX](A)- f[X](G) + f[X](B), und dass diese Gleichung die
Division mit Rest von f[X](F) durch f[X](G) ist.

(b) Zeigen Sie, dass genau ein Ideal I C R existiert, sodass fiir jeden Ringhomomorphismus
f+ R — § # 0 dquivalent sind:

(i) fIXIG) teilt fIX](F) in S[X].
(i) £(I) =o0.
(c) Bestimmen Sie das Ideal I C R aus Teil (b) in den beiden folgenden Fallen:

(i) Ri=%Z, F:=X3-1, G:=X?+1€R[X].
(i) R:=2Z[Y], F(X)=X2+Y, G(X):=X—1¢R[X]
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