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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei F, der endliche Kérper mit genau zwei Elementen 0 und 1. Auf dem dreidimensionalen
F,-Vektorraum (IF5)® betrachten wir den Endomorphismus

¢ : (F2)® — (F2)*, (21, T2, x3) > (23, T2, T1)-

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von ¢. Bestimmen Sie alle Eigenwerte von ¢ in
TF,. Bestimmen Sie fiir jeden Eigenwert von ¢ in 3 eine Basis des zugehorigen Eigenraums.

(8 Punkte)

b) Gibt es eine Basis von (F2)%, beziiglich derer ¢ eine Jordan’sche Normalform hat? Begriinden
Sie Thre Antwort. Wenn ja, bestimmen Sie die Jordan’sche Normalform von ¢.

(8 Punkte)
Aufgabe 2:
Sei m > 3 eine ungerade ganze Zahl. Zeigen Sie die folgende Kongruenz:

m4+2m 43 4. +(m=3)"+(m—-2)"+(m—-1)" =0 (mod m).

(4 Punkte)
Aufgabe 3:
Sei G eine Gruppe der Ordnung 105. Zeigen Sie:
a) G hat einen Normalteiler N mit #N = 5 oder #N =T1. (6 Punkte)
b) G ist auflosbar. (6 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei J das von X3 — 7 erzeugte Ideal in Q[X].

a) Beweisen Sie, dass Q[X]/J ein Kérper ist, und bestimmen Sie den Grad der Korpererweiterung

Q[X]/J > Q. (6 Punkte)
b) Bestimmen Sie ein Polynom P € Q[X], fiir das P+ J multiplikatives Inverses von (X?41)+J
in Q[X]/J ist. (6 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 5:
Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom Grad n > 1. Sei K ein Zerfallungskorper von f. Sei
G = Gal(K/Q) die zugehérige Galoisgruppe.

a) Beweisen Sie: Falls G eine abelsche Gruppe ist, hat sie die Ordnung n. (8 Punkte)

b) Sei K = Q(+/2,i), wobei i € C die imaginire Einheit mit > = —1 ist. Bestimmen Sie ein
irreduzibles Polynom f € Q[X], dessen Zerfillungskorper K ist. Beweisen Sie, dass
G = Gal(K/Q) abelsch, aber nicht zyklisch ist. (8 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Man bestimme alle Paare von Primzahlen p,q mit p? — 2¢* = 1. (10 Punkte)

Aufgabe 2:
Es sei f(X) € K[X] ein nicht konstantes Polynom ohne mehrfache Nullstellen in einem
Zerfallungskorper. Man zeige, dass f(X) ein Teiler des Polynoms f(X + f(X)) ist.

(10 Punkte)

Aufgabe 3:
Sei p eine Primzahl und a € Z keine p-te Potenz in Z. Man zeige, dass das Polynom XP — a iiber

Q irreduzibel ist.
(Hinweis: Betrachte die Nullstellen von X? —a in C und untersuche den konstanten Term eines

echten Teilers von X? — a auf Ganzzahligkeit.) (12 Punkte)

Aufgabe 4:

a) Die Gruppe G operiere transitiv auf einer Menge Q mit || > 1. Man zeige: Hat jedes Element
aus G mindestens einen Fixpunkt, dann ist G eine Vereinigung der Konjugierten hU h71,
h € G, einer echten Untergruppe U von G. (8 Punkte)

b) Fiir n > 1 sei G = GLy,(C) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber den komple-
xen Zahlen. Man gebe eine echte Untergruppe U von G an, so dass G die Vereinigung der
Konjugierten von U ist. (Hinweis: Betrachte die Operation von G auf den 1-dimensionalen
Unterrdumen von C™.) (10 Punkte)

Aufgabe 5:
Sei p eine Primzahl und ¢ = p", n > 0. Weiter sei K ein Kérper der Charakteristik p. Zeigen Sie,
dass die Nullstellen des Polynoms f(X) = X9 — X einen Unterkorper von K bilden.

(10 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Gegeben seien eine Gruppe G und drei Untergruppen Uy, Us, V C G mit der Eigenschaft
V C Uy UU,. Zeigen Sie, dass V C U; oder V C U, gilt. (8 Punkte)

Aufgabe 2:
Seien p, ¢, Primzahlen mit p < ¢ < 7 und pg < r + 1. Zeigen Sie, dass jede Gruppe der Ordnung

pgqr auflésbar ist. (12 Punkte)
Aufgabe 3:

Ein Ring R mit Eins heifit idempotent, wenn a - a = a fiir alle a € R gilt. Beweisen Sie:

a) —1=1in R. (4 Punkte)
b) Jeder idempotente Ring ist kommutativ. (4 Punkte)

c¢) Jeder idempotente Integritdtsbereich ist isomorph zu F,, dem Korper mit zwei Elementen.
(4 Punkte)

Aufgabe 4:
Im Folgenden ist jeweils L/ K eine Korpererweiterung und ein Element o € L gegeben. Bestimmen
Sie jeweils das Minimalpolynom von « iiber dem Grundkérper K (mit Nachweis!).

a) K=Q, L=Cund a:=v2+3. (4 Punkte)
b) K =3, L = F3 ein algebraischer Abschluss von Fs und «a eine Nullstelle von X® + 1.
(6 Punkte)
¢c) K=Q+¢"), L =0Q(«) und a = ¢ € C eine primitive p-te Einheitswurzel, wobei p > 3
eine Primzahl bezeichne. (6 Punkte)
Aufgabe 5:

Es sei eine Galoiserweiterung £/K mit zyklischer Galoisgruppe gegeben, so dass [E : K| = p
mit einer Primzahl p und n > 1. Weiter sei K C F C E ein Zwischenkérper mit [F : K| = p
Zeigen Sie: Jedes Element von E \ F ist ein primitives Element von E iiber K.

(12 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Bestimmen Sie simtliche Lésungen der Gleichung z® — 2z + 4 = 0 im Ring Z/64Z. (8 Punkte)

Tipp: Fihren Sie eine Fallunterscheidung je nach Bild von x in Z/2Z durch und beachten Sie,
dass 64 = 25,

Aufgabe 2:
Sei F, der endliche Kérper mit ¢ Elementen.

a) Zeigen Sie, dass fiir n > 1 die Anzahl der eindimensionalen F4-Untervektorrdume von Fy gleich

2;__:11 ist. (4 Punkte)
b) Zeigen Sie, dass die Anzahl der zweidimensionalen Untervektorrdume von F? gleich der Anzahl

der eindimensionalen Untervektorrdume von F? ist. (4 Punkte)
c) Wie viele Zerlegungen von F?3 in direkte Summen von F,-Untervektorrdumen Vi @ V; gibt es

mit dimg, (V1) = 27 (4 Punkte)
Aufgabe 3:
Bestimmen Sie bis auf Isomorphie simtliche endliche Gruppen G der Ordnung 143 = 11 - 13.

(8 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei P(X) das Polynom X3 — X + 2 € Z[X]. Zeigen Sie die folgenden Behauptungen:
a) Das Bild von P(X) in F3[X] ist irreduzibel. (2 Punkte)
b) Das Polynom P(X) ist irreduzibel in Q[X]. (2 Punkte)
c¢) Das Polynom P(X) hat genau eine reelle Nullstelle. (4 Punkte)

d) Die Galoisgruppe des Zerfallungskérpers L von P(X) iiber Q ist isomorph zu Ss.
(4 Punkte)

Aufgabe 5:
Sei (5 € C eine primitive fiinfte Einheitswurzel, (; € C eine primitive siebte Einheitswurzel und
u = (7 + (' Zeigen Sie:

a) [Q(¢r) : Q(u)] =2, (4 Punkte)
b) [Q(u) : Q] =3, (4 Punkte)
¢) [Qu,¢s) - Q] =12 (6 Punkte)
d) Die Galoisgruppe Gal(Q(u, ¢5)/Q) ist isomorph zu Z/12Z. (6 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Aufgabe 1:
Bestimmen Sie alle Matrizen A in GLy(C), die mit der Matrix
11
X =
01
kommutieren. (6 Punkte)
Aufgabe 2:
Wieviele Elemente der Ordnung 15 gibt es in der symmetrischen Gruppe Sg? (14 Punkte)
Aufgabe 3:
Sei (@n)n>o die wie folgt rekursiv definierte Folge ganzer Zahlen:
ag =0, an+1=aﬁ+l fir n > 0.
Sei N € Z. Zeigen Sie: Ist N ein Teiler von a,,, dann teilt N auch ay, fiir alle k > 2.
(14 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei K C L eine Korpererweiterung und seien «, 8 € L algebraisch iiber K. Sei f das Minimalpo-
lynom von « iiber K und g das Minimalpolynom von f iiber K. Zeigen Sie, dass f irreduzibel

iber K'(f) ist genau dann, wenn g irreduzibel iiber K (a) ist.

Aufgabe 5:

Sei £ =v2+V2€eR.

a) Berechnen Sie das Minimalpolynom m(X) von £ iiber Q.

(12 Punkte)

(6 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass die Korpererweiterung Q C Q(1/2 + v/2) Galois’sch ist und berechnen Sie die

Galoisgruppe.

(8 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Seien z,y, 2z € Z mit z? + y? = 22. Zeigen Sie, dass das Produkt zyz durch 60 teilbar ist.

(12 Punkte)
Aufgabe 2:

Sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Es bezeichne ¢(n) den Wert der Euler’schen ¢-Funktion bei n.
Zeigen Sie, dass es genau ¢(n) verschiedene injektive Gruppenhomomorphismen f : Z/nZ — Q/Z

gibt. (15 Punkte)
Aufgabe 3:

Betrachten Sie das Polynom f(X) = X2+ X + 1 € Fs[X].

a) Zeigen Sie, dass K := F5[X]/(f(X)) ein Kérper mit 25 Elementen ist. (4 Punkte)
b) Bestimmen Sie ein Element w € K, mit w? = 2. (6 Punkte)

c) Zeigen Sie, dass die Matrix

iiber K diagonalisierbar ist. (5 Punkte)

Aufgabe 4:
Es sei p > 3 eine Primzahl und a € Q eine rationale Zahl, so dass X? — a irreduzibel iiber Q ist.

Ferner sei ( € C eine primitive p-te Einheitswurzel, o € C eine beliebige Nullstelle von X? — a
und Z := Q(a, ¢).

a) Zeigen Sie, dass Z ein Zerfillungskérper von X? — a ist und [Z : Q] = p(p — 1) gilt.
(5 Punkte)
b) Zeigen Sie, dass Gal(Z|Q) eine p-Sylowgruppe H besitzt, die ein Normalteiler ist, und dass

Gal(Z|Q)/H == (Z/pZ)* = Z/pZ ~ {0} gilt.

(5 Punkte)

c) Bestimmen Sie einen Gruppenisomorphismus Gal(Z|Q(a)) = (Z/pZ)*. (5 Punkte)
d) Zeigen Sie, dass Gal(Z|Q) mehr als eine 2-Sylowgruppe besitzt. (3 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Es sei f ein Endomorphismus des Euklidischen Vektorraums R", und es sei M die Matrix von
f beziiglich der kanonischen Basis von R". Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen zueinander
dquivalent sind:

a) f ist eine Orthogonalprojektion auf einen Unterraum der Dimension k.
b) Die Matrix M ist idempotent (d.h. M? = M), symmetrisch und hat Spur k.

(12 Punkte)

Aufgabe 2:

Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Zeigen Sie, dass Zkz genau dann durch n teilbar ist, wenn n

k=1
weder durch 2 noch durch 3 teilbar ist.
(Hz'mueis: Z k? = Ll 1)6(27?, 1) ) (8 Punkte)
k=1
Aufgabe 3:

Es sei (A, +) eine abelsche Gruppe, und es sei (H, -) eine Gruppe mit einem Normalteiler N < H
vom Index 2. Zeigen Sie:

a) Sind z,y € H\ N, dann ist zy € N.
b) Die auf A x H definierte Verkniipfung

(e +b,zy), fallsz € N,

(a,2) ® (b,y) = {(a_bimy)’ falls 2 € H \ N,

ist assoziativ.

Im Folgenden darf ohne Beweis benutzt werden, dass A x H mit dieser Verkniipfung eine Gruppe
mit neutralem Element (04, 15) bildet.

c¢) Ist z € H\ N der Ordnung 2, und ist @ € A, dann hat (a,z) in der Gruppe (A x H, ®)
die Ordnung 2.

d) Es gibt eine Gruppe der Ordnung 42, die weder ein Element der Ordnung 6 noch ein Element
der Ordnung 14 enthilt.

(16 Punkte)

Fortsetzung néichste Seite!



Friithjahr 2016 Einzelpriifungsnummer: 63912 Seite: 3

Aufgabe 4:
Es seien 1 < D € Z und R =7 [vV/-D].

a) Zeigen Sie: Die Einheitengruppe von R ist R* = {%1}.
Ferner sei D := 13.

b) Zeigen Sie, dass 2 und 1 + /=13 in R irreduzibel sind.

c) Zeigen Sie, dass 2 € R kein Primelement ist.

Hinweis: Man benutze die Normabbildung N(a + bv/—D) = a® + Db (12 Punkte)

Aufgabe 5:
Fiir eine primitive fiinfte Einheitswurzel in C gilt die Formel
i VB -1 V545

(s:=e€e5 = 1 +1 g

diese Formel kann im Folgenden ohne Beweis verwendet werden.

a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « := 3@ iiber Q.
b) Zeigen Sie: i ¢ Q((5) -
(12 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
a) Sei p eine Primzahl und F,, der Kérper mit p Elementen. Die Menge

a b
G:= | a,b € Fp,a#0

01

ist eine Untergruppe der Gly(IF,) (Nachweis nicht erforderlich). Zeigen Sie, dass G auflésbar
ist.

b) Sei nun G eine beliebige Gruppe der Ordnung p(p — 1). Zeigen Sie, dass es genau eine Un-
tergruppe H von G der Ordnung p gibt. Zeigen Sie weiter, dass G genau dann auflésbar ist,
wenn G/H auflosbar ist.

c) Sei C := (Z/61Z) x As das direkte Produkt der zyklischen Gruppe der Ordnung 61 und der
alternierenden Gruppe As. Ist C' auflosbar? Begriinden Sie Thre Antwort.

(14 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei
R:=2Z[i|={a+bi|abeZ}, i*=-1,

der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen. Sei
I:=7Z-25+7Z(7T+1) = {25z + y(7+1) | z,y € Z}.
Die Menge [ ist ein Ideal in R (Nachweis nicht erforderlich).

a) Zeigen Sie, dass ¢: Z — R/I,a v+ a+ I, surjektiv ist und bestimmen Sie den Kern von ¢.
b) Zeigen sie, dass die Gruppe (R/I)* der Einheiten von R/I zyklisch von der Ordnung 20 ist.
c) Wie viele verschiedene Erzeuger von (R/I)* gibt es? Begriinden Sie Thre Antwort.

(12 Punkte)

Fortsetzung néichste Seite!
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Aufgabe 3:

Sei
f(z) == z* — 62% — 14 € Q[z].

a) Zeigen Sie, dass K := Q(v/3 + v/23,/—14) der Zerfillungskorper von f ist.
b) Zeigen Sie: [K : Q] =8.

(12 Punkte)
Aufgabe 4:
Sei
f(z) =2 -z —1€Q[x]
und a € C eine Nullstelle von f. Sei b := 242 — a — 2.
a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel iiber Q ist.
b) Zeigen Sie, dass b # 0 gilt.
c¢) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von a? iiber Q.
(12 Punkte)
Aufgabe 5:
Es sei M4(Q) der Ring der 4 x 4-Matrizen mit Eintrdagen in Q. Sei
( 0O 1 0 0 \
-1 -2 0 0
A= € My(Q).
0 0 -1 0

\2 2 2 —1)

a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom x 4(z) sowie die Eigenwerte von A. Ist A dia-
gonalisierbar?

b) Berechnen Sie das Ideal J4 := {g € Q[z] | g(A4) = 0}.

(10 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei K ein Korper, n € N, und K™*" der K-Vektorraum der n x n Matrizen. Ferner sei GL,(K)
die Gruppe der invertierbaren Matrizen aus K™*™.
a) Sei A € K™ und V der von den Matrizen A° A, A% ... erzeugte Unterraum von K™*".
Man zeige, dass dim V' < n.
(Hinweis: Satz von Cayley—Hamilton)

b) Sei K ein endlicher Kérper. Man zeige, dass jedes Element aus GL,, (K) hichstens die Ordnung
|K|™ — 1 hat.
(Hinweis: Fiir A € GL,(K) vergleiche man die von A erzeugte Untergruppe von GL, (K) mit
V)

(12 Punkte)

Aufgabe 2:
Seien m,n € N natiirliche Zahlen > 1. Man zeige:

a) X™ — 1 ist ein Teiler von X™ — 1 in Q[X] genau dann, wenn m ein Teiler von n ist.

b) X™ + 1 ist ein Teiler von X™ + 1 in Q[X] genau dann, wenn m ein Teiler von n und n/m
ungerade ist. '

c) Genau dann ist X™ + 1 irreduzibel in Q[X], wenn n eine Potenz von 2 ist.

(Hinweis: Fiir eine Zweierpotenz n ist (X + 1) + 1 ein Eisenstein-Polynom.)

(12 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei p eine Primzahl, die die Ordnung der endlichen Gruppe G teilt. Weiter sei P eine zyklische
p-Sylowgruppe von G. Man zeige:

a) P enthilt genau eine Untergruppe der Ordnung p.

b) Es gelte [P Nz~ 'Pz| > 1 fiir alle z € G. Man zeige, dass G einen Normalteiler N hat mit
IN| = p° mit e € N.

(10 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4:
Sei R ein Integritétsbereich und I C R ein Primideal, so dass der Index [R : I] der additiven
Gruppen endlich ist. Zeigen Sie, dass I ein maximales Ideal von R ist. (11 Punkte)
Aufgabe 5:

Sei f(X)=X*—-2X?-2 ¢ Q[X].

a) Zeigen Sie, dass

aflz\fl-i—\/g, a2=\f1——\/§, Qg = —@Q;, Q4= —Qy

die Nullstellen von f in C sind.
b) Zeigen Sie, dass Q(a;) # Q(a) (als Teilkérper von C).
¢) Zeigen Sie, dass Q(v/3) = Qi) N Q(axz).
d) Zeigen Sie, dass die Kérpererweiterungen Q(v/3) € Q(a1) und Q(v/3) C Q(a) galoissch sind.
e) Sei K der Zerfillungskorper von f iiber Q. Zeigen Sie, dass Q(v/3) ¢ K galoissch ist und
bestimmen Sie den Isomorphietyp der Galois-Gruppe.

(15 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Seien N ein aufiésbarer Normalteiler einer endlichen Gruppe G und H eine weitere auflosbare
Untergruppe von G. Zeigen Sie, dass

NH={nh|neN,heH}

wieder eine auflésbare Untergruppe von G ist. {12 Punkte)
Avufgabe 2:

Seien p eine Primzahl und k < p — 2. Zeigen Sie, dass die Einheitsmatrix I; die einzige Matrix
A € GL(Q) mit der Eigenschaft AP = I, ist. (12 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Zu jedem a € R existiere ein b € R mit a® - b = a.

(a) Zeigen Sie, dass R reduziert ist, das heifit, dass 0 das cinzige nilpotente Element in R ist.
(b) Zeigen Sie weiter, dass jedes Primideal p in R maximal ist.

(12 Punkte)
Aufgabe 4:
Sei a € Ny. Wir definieren eine Folge {z,), n € Ny durch
Ly = a?" + 1.
1. Sei n < m. Zeigen Sie, dass z,, ein Teiler von z,, — 2 ist.
2. Berechnen Sie den griofiten gemeinsamen Teiler von z,, und z,,.
3. Folgern Sie, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
(12 Punkte)

Aufgabe 5;

Sei f(X) ein separables Polynom iiber @, welches in der Form f(X) = h({X?) mit h(X) € Q[X]
und n := deg h(X) > 2 geschrieben werden kann. Zeigen Sie, dass die Galoissche Gruppe (eines
Zerfallungskérpers) von f{X) nicht die volle symmetrische Gruppe &g, der Nullstellen sein kann.

(12 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)
Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Aufgabe 1:
Sei H := {z € C | Im(z) > 0} die obere Halbebene und SLy(R) die Gruppe der reellen
2 x 2-Matrizen mit Determinante 1. Die Abbildung
a b
0:SLy(R) x H — H, 2|t
cz+d
c d
definiert eine Gruppenoperation von SLy(R) auf H.
(a) Geben Sie die Bahnen von g an.
(b) Geben Sie den Stabilisator von i € H an.
(6+2 Punkte)

Aufgabe 2:

Seien A, B abelsche Gruppen und ¢ : B — Aut{A) ein Homomorphismus von B in die Gruppe
der Automorphismen von A. Das semidirekte Produkt A x4 B ist die folgendermaBen definierte

Gruppe:

A x4 B:={(e,b)|lac A,be B}
(a1,01) - (@2, b2) = (@1¢(b1)(az), br1b2)

(a) Zeigen Sie, dass A x4 B genau dann abelsch ist, wenn ¢ trivial ist, also ¢(b) = id4 fiir alle

b€ B gilt.
(b) Konstruieren Sie eine nichtabelsche Gruppe der Ordnung 2015.

(6410 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 3:

Im Folgenden sei K der jeweils angegebene Koérper. Entscheiden Sie jeweils, ob die Matrix A iiber
K diagonalisierbar ist, und begriinden Sie Thre Antwort.

/

210
(@)A=10 2 o|.K=C
KO 0 2
(o 1)

(b) A= ,JK=R
\" 9
(o 1
(C)A= 1K=IF5
7t 9

(X+1 1
{d) A= , K ist der rationale Funktionenkorper R(X).
\Xml 2X —1

(2424343 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei p > 2 eine Primzahl. Wir betrachten den Korper Q((p, ) C C mit o, = ¢ € R und
G = e Zeigen Sie:

(a) Die Korpererweiterung K /Q ist galoissch.

(b) [K : Q] = p(p— 1),

(c) Die Teilerweiterung Q(ay,)/Q ist nicht normal und daher ist die Galois-Gruppe Gal{K/Q)
nicht abelsch.

(d) Gal(KX/Q) hat einen Normalteiler der Ordnung p.
(2464642 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei p eine Primzahl. Wir betrachten in F,[X] die Polynome P, = X? + X + 1 und
Py = X*+ X%+ X -+ 1. Bestimmen Sie die Losungsmenge L C F,{X] des Kongruenzsystems

F=X-1mod P, und F =1 mod P, F e F,[X].
{10 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei K ein Korper, V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V — V ein Endomor-
phismus von V, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerfiillt. Beweisen Sie, dass
die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(1) Alle Eigenrdume von ¢ sind eindimensional.

(2) Zu jedem Eigenwert von ¢ existiert in der Jordanschen Normalform genau ein Jordanblock.

(3) Das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom von ¢ sind gleich.

(12 Punkte)

Aufgabe 2:
Sei p > 3 eine ungerade Primzahl und F,: der Kérper mit p* Elementen. Beweisen Sie:
(a) Die Abbildung f : Fyz — Fpz, die durch f{a) = a” gegeben ist, ist ein Isomorphismus von
Ringen. '

(b) Durch die Vorschrift g{a) = a + o ist eine Abbildung g: F,2 — [, gegeben, und diese ist
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

(c) Durch die Vorschrift h(a) = oP*! ist eine Abbildung A : F;; — F, gegeben, und diese ist
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

(4+4-+4 Punkte)

Aufgabe 3:
Es sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 72 - 8. Mit Syl; bezeichnen wir die Menge der
7-Sylowgruppen und mit n; die Anzahl der 7-Sylowgruppen von G. Zeigen Sie mithilfe der folgen-
den Schritte, dass G nicht einfach ist.

(a) Begriinden Sie, dass n; € {1, 8} gilt.

(b) Begriinden Sie, dass G im Fall ny = 1 nicht einfach ist.

(c) Begriinden Sie, dass
.: G x 8yl, — Syl,, (g, P)—>gPg™?

eine transitive Operation von G auf Syl; ist.

(d) Begriinden Sie, dass G auch im Fall ny = 8 nicht einfach ist.

(2424246 Punkte)

Fortsetzung nachste Seite!
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Aufgabe 4:
In einem assoziativen Ring R mit Einselement gelte fiir jedes Element 2 € R entweder 22 = 1
oder 2" =0 firein n > 1.

(a) Beweisen Sie, dass die Einheitengruppe von R kommutativ ist.

(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes Element = € R entweder x oder 1 —  eine Einheit ist.

(c) Beweisen Sie, dass R ein kommutativer Ring ist.
(3+3+6 Punkte)

Aufgabe 5:

Finden Sie zwel Polynome f,g € Q[z] gleichen Grades, so dass Gal(f) und Gal(g) gleich viele
Elemente haben, aber Gal(f) abelsch und Gal(g) nicht abelsch ist. (12 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei L|Q eine endliche Galois’sche Korpererweiterung. Die Norm eines Elements @ € L sei gegeben
als
N(z) = H o(z) .
ocGal(L|Q)

1. Zeigen Sie, dass N(z) € Q fiir alle z € L und N(zy) = N(z)N(y) fiir alle z,y € L gilt.

2. Betrachten Sie den Spezialfall L = Q[v/5]. Zeigen Sie, dass N(r++/5s) = r2—5s2 fiirr,s € Q
gilt.

3. Betrachten Sie in L den Teilring Z[v/5] = {r +sv/5 | r, s € Z}. Zeigen Sie, dass fiir z € Z[/5]
gilt, dass = genau dann eine Einheit in Z[+/5] ist, wenn N(z) € {1, -1} gilt.

4. Zeigen Sie, dass 11 kein Primelement in Z[\/gl ist.

(12 Punkte)

Aufgabe 2:

Betrachten Sie die Korpererweiterung L := Q(\/ﬁ, V2 + \/§) C Ciiber Q. Sei z := 2+ V3 € L.
1. Zeigen Sie, dass z — v/2 — V3 = /2 gilt.
2. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von z iiber Q.

3. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von z iiber Q(\/ﬁ)
4. Bestimmen Sie die Galoisgruppe Gal(L|Q).

(12 Punkte)

Aufgabe 3:

Zeigen Sie, dass es keine einfache Gruppe der Ordnung 300 gibt.
Hinweis: Nehmen Sie an, es gibe so eine Gruppe, und lassen Sie diese auf ihren 5-Sylowgruppen
operieren. (12 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei N € N eine natiirliche Zahl N > 3.

1. Zeigen Sie: Falls 2V~ # 1 mod N gilt, ist N keine Primzahl.

2. Zeigen Sie, dass die Umkehrung der Aussage nicht gilt, indem Sie das Beispiel
N = 341 = 11 - 31 betrachten.

(12 Punkte)

Fortsetzung nachste Seite!
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Aufgabe 5:
Es seien p eine Primzahl und F, ein algebraischer Abschluss des endlichen Kérpers F, mit p
Elementen. Fiir r € N bezeichne F,- C F, den Zwischenkorper mit 7" Elementen. Zeigen Sie:
1. Ist »n € N und A eine n x n-Matrix mit Koeffizienten in Fp, so dass das charakteristische
Polynom von A irreduzibel iiber F, ist, so ist A iiber dem Korper F,» diagonalisierbar.
2. Fiir p = 5 ist die 3 x 3-Matrix

-1 3 —1
A= 00 1
10 0

nicht iiber 55 diagonalisierbar, aber iiber Fas.

(12 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Wie viele Elemente der Ordnung 11 gibt es in einer einfachen Gruppe der Ordnung 6607

(12 Punkte)
Aufgabe 2:

(a) Sei G eine multiplikativ geschriebene endliche Gruppe der Ordnung n und sei g € G. Weiter
gelte ¢"/P # 1 fiir jeden Primteiler p von n.
Zeigen Sie: g erzeugt G.

(b) Zeigen Sie: 4°" = 1 + 3™*! mod 3™* fiir alle m > 0.
(c) Zeigen Sie, dass die Restklasse von 2 fiir jedes e > 1 die Einheitengruppe des Rings Z/3°Z
erzeugt.

(12 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei K ein endlicher Koérper mit seiner multiplikativen Gruppe (K*,-) und sei weiter
H := {a®: a € K*}. Zeigen Sie:

(a) H ist eine Untergruppe von (K*,-);
(b) H = K*, falls char(K) = 2;
(c) H hat Index 2 in K*, falls char(K) > 2.

(12 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei f=X%+2X +2 € Q[X] und sei a € C eine Nullstelle von f.

(a) Zeigen Sie: 1, a, o? ist eine Basis des Q-Vektorraums Q(a).

(b) Schreiben Sie (1 + a)~! als Linearkombination mit rationalen Koeffizienten beziiglich dieser
Basis.

(12 Punkte)
Aufgabe 5:
Sei K/Q eine Galoiserweiterung vom Grad 55 mit nicht abelscher Galoisgruppe.

Zeigen Sie: Es gibt genau einen echten Zwischenkorper L von K/Q, so dass L/Q eine Galoiser-
weiterung ist. Berechnen Sie [L : Q).

(12 Punkte)

il
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei K ein Kérper der Charakteristik p > 0 und

G :=S5L,(K)={A € Mat(n xn,K) |det A =1}

die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintrigen aus K und Determinante 1. Wir
betrachten die Abbildung
F': Mat(n x n, K) — Mat(n x n, K),
F((ai;)) = (afy).
Zeigen Sie, dass F(G) C G gilt und dass F lc: G = G ein Homomorphismus von Gruppen ist.

Folgern Sie daraus, dass H = {g € G | F(g) = g} eine Untergruppe von G ist, und bestimmen Sie
diese Untergruppe. (12 Punkte)

Aufgabe 2:
Man zeige:

(a) Die symmetrische Gruppe S5 hat genau sechs 5-Sylowuntergruppen.
(b) S hat eine zu Ss isomorphe und transitiv auf {1,2,3,4,5,6} operierende Untergruppe.

(c) S hat zwei zu Ss isomorphe Untergruppen, die nicht zueinander konjugiert sind.

(12 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei R = Z[y/-3] und S = Z[i] = Z[/=1]. Man zeige, dass es keinen Ringhomomorphismus
¢ : R — S gibt. (Bemerkung: Ringhomomorphismen R — S bilden definitionsgemifl 15 auf 1g
ab.) (12 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei K ein Kérper, n > 1, und p4(X) € K[X] das Minimalpolynom einer Matrix
A € Mat(n x n, K). Sei f(X) € K[X] ein Polynom, das zu pa(X) teilerfremd ist. Man zeige, dass
die Matrix f(A) invertierbar ist. (12 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Man zeige, dass das Polynom X2 + X + 1 genau
dann irreduzibel iiber K ist, wenn ¢ = —1 (mod 3). (12 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei K ein endlicher Korper. Zeigen Sie, dass das Produkt aller Elemente # 0 in K gleich —1 ist.

(8 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei R ein kommutativer unitérer Ring, der den endlichen Kérper F, enthalt. Zeigen Sie, dass die
Abbildung F: R — R, F(z) = z”, ein Ringhomomorphismus ist. Geben Sie je ein Beispiel fiir
solch einen Ring R an, fiir den F: R —» R

a) ein Isomorphismus,
b) kein Isomorphismus

ist (mit Begriindung).
(10 Punkte)

Aufgabe 3:
Man zeige, dass keine zwei der folgenden Gruppen zueinander isomorph sind:
a) Die Einheitengruppe von Z/13Z,
b) die Einheitengruppe von Z/287Z,
c) die alternierende Gruppe A4, und
d) die Diedergruppe Dg (Symmetriegruppe des reguliren 6-Ecks).

(14 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei w = (—1 4+ 1/3i)/2 € C. Wir betrachten die Abbildung

f:QX]=C
P — P(w).

Diese ist ein Ringhomomorphismus (das brauchen Sie nicht zu zeigen).

a) Bestimmen Sie die Dimension des Bildes von f als Q-Vektorraum.
b) Bestimmen Sie den Kern von f.
c¢) Untersuchen Sie, ob der Kern von f ein maximales Ideal in Q[X] ist.

(14 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 5:

Sei K = C(t) der Quotientenkérper des Polynomrings C[t] und P(X) = X* — 2tX +t € K[X].
Zeigen Sie, dass P irreduzibel in K[X] ist.

(14 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei K ein Korper. Eine quadratische Matrix A € M, (K) heiit nilpotent, wenn ein m € N mit
A™ = 0 existiert. Zeigen Sie:

i) Ist A € M,(K) nilpotent, so gilt fiir das charakteristische Polynom Xa(X) = X"

ii) Ist A € M,(K) nilpotent und diagonalisierbar, so gilt 4 = 0.

(8 Punkte)
Aufgabe 2:
Fir n € N bezeichne S,, die n-te symmetrische Gruppe. Die Gruppe S, und ihre Untergruppen
operieren in natiirlicher Weise von links auf der Menge {1, ...,n}. Ferner sei p eine Primzahl.

i) Fiir Untergruppen G, und G; in S, sei G, ein Normalteiler in G; und G, operiere transitiv
auf der Menge {1,...,n}. Zeigen Sie, dass alle Go-Bahnen in {1, ... ,n} dieselbe Linge haben.

ii) Fiir Untergruppen G, und G in S, sei G3 ein Normalteiler in G; und G, operiere transitiv
auf {1,...,p}. Zeigen Sie, dass G5 transitiv auf {1,...,p} operiert, falls G, # {id} gilt.

iii) Sei H eine Untergruppe von S,, die transitiv auf {1, ..., p} operiert und eine Primzahlordnung
g hat. Zeigen Sie, dass p = ¢ gilt und H ein Element der Ordnung p enthiilt.

(15 Punkte)

Aufgabe 3:

Ist p eine Primzahl und ¢ = p* fiir ein £ € N, so bezeichne F, den endlichen Kérper mit ¢
Elementen. Betrachten Sie die Polynome f = X7 + X +1 € F5[X] und g = X7 — X — 1 € Q[X].

i) Zeigen Sie, dass f keine Nullstellen in den Korpern Fy, Fy und Fg besitzt.
ii) Folgern Sie aus i), dass f irreduzibel in Fy[X] ist.
iii) Zeigen Sie, dass g irreduzibel in Q[X] ist.

(14 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4:

Sei L der Zerfillungskérper von X'2 — 729 € Q[X] in C und ¢ die primitive 12-te Einheitswurzel
exp(27i/12) = 3@ e C.

i) Zeigen Sie: v/3 € Q(¢) und L = Q(¢).

ii) Zeigen Sie, dass Gal(L/Q) eine abelsche Gruppe der Ordnung vier ist, die genau drei Elemente
der Ordnung zwei enthélt.

iii) Beschreiben Sie alle echten Zwischenkorper der Erweiterung L/Q, indem Sie fiir jeden echten
Zwischenkorper ein primitives Element angeben.

(15 Punkte)

Aufgabe 5:

Das irreduzible Polynom f € Q[X]\ {0} besitze eine Nullstelle & € R und eine Nullstelle 3 € C\R.
Sei L der Zerfillungskérper von f in C. Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe Gal(L/Q) nicht abelsch
ist. (8 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Mit N = {1,2,3,...} wird die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet.

Aufgabe 1:

Es sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 992 = 25 . 31. Fiir eine Primzahl p bezeichne n, die
Anzahl der p-Sylowgruppen von G.

(1) Geben Sie die prinzipiellen Méglichkeiten fiir die Werte von ng und ng; an, die sich aus den
Sylowsitzen ergeben.

(2) Zeigen Sie (ohne den Satz von Burnside zu benutzen), dass G auflosbar ist.

(12 Punkte)

Aufgabe 2:
Sei G eine (additiv geschriebene) abelsche Gruppe. Ist die Menge

{n € N|na=0 fir alle a € G}

nicht leer, so heifit deren Minimum der Exponent der Gruppe G und wird mit exp(G) bezeichnet.
Ist die obige Menge leer, so setzt man exp(G) = co. Zeigen Sie:

(1) Ist G endlich, so ist exp(G) = max{ord(a) | a € G}.

(2) Die abelsche Gruppe Q/Z ist eine Torsionsgruppe (d. h. zu jedem z € Q/Z gibt es einn € N
mit nz = 0) mit exp(Q/Z) = co.

Aufgabe 3:

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und sei a € R. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent
sind:

(i) Das Element 14 aX ist eine Einheit im Polynomring R[X].
(ii) Es gibt ein n € N mit o™ = 0.

(12 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4:
Es sei a die reelle Zahl a := v/2 + v/2 € R, und es sei ( die dritte Einheitswurzel  := eF eC.

(1) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f von « iiber Q. -
(2) Es sei 8 = v/2 — v/2 € R. Zeigen Sie, dass fiir den Zerfallungskérper L C C von f in C gilt
L= Q(a! JB'.' C)

(3) Zeigen Sie, dass die reelle Zahl ¥/2 in L liegt, und folgern Sie, dass die Galoisgruppe Gal(L|Q)
einen Normalteiler vom Index 6 besitzt.

(12 Punkte)

Aufgabe 5:
Es seien K ein Teilkdrper von R und f € K[X] ein Polynom. Weiter sei Z C C ein

Zerfallungskorper von f iiber K. Der Grad [Z : K] sei ungerade. Zeigen Sie, dass dann auch
Z ein Teilkorper von R ist. (12 Punkte)



