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Thema Nr. 1

(Aufgabengruppe)

Es sind glh Aulgaben dieser Aufgabengruppe zu beaxbeiten!

Aufgabe 1:
Das Zentrum eirer Gruppe G ist die Menge Z(G)={aeG VbeG:a.b:b.a}. Bestimmen
Sie das Zentrum der orthogonalen Gruppe O(2,R) : {A a GL2(R) lAtA = E2} übe! den reellen
Za-hlen.

(6 Punkte)

Aufgabe 2:
Zeigen Sie, dass in der symmetrischen Gruppe 55 alle Untergruppen der Ordnung 8 zur Dieder-
gruppe Da (der Spmetriegruppe eines Quadrates) isomorph sind.

(6 Pul<te)

Aufgabe 3:
Die Teilmenge,?: {q e Q 11 a.,b €Z:4: f und Zlb:urid3!b} des Körpers der rationalen
Zahlen ist ein Unterring, der die ganzen Zahlen enthält.

a) Bestimmen Sie die Einheiten-Gruppe At.
b) Zeigen Sie, dass 2 und 3 Primelemente von E sind.

c) Zeigen Sie, dass jedes Primelement entweder zu 2 oder zu 3 assoziiert ist. (Begrifr assozüer7:
Zwei Elemente r, ? € ,B sind zueina.nder assoziieft, wenn es eine Einheit u gibt mit r : ?l . y.)

(6 Punkte)

Aufgabe 4:
Gegeben ist das Polynorn P = X2 +3.X +f € Z[X]. Bestimmen Sie

a) die Nullstellen von P modulo 5,

b) die Nr:llstellen von P modulo 11,

c) die Nullstellen von P modulo 112,

d) die Nullstellen von P modulo 605.

(6 Purtkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5r

sei( der z€ äuuDgskötper des Polynoms X6+s e q1x1' sei"n o = t/=$ 611' 6: ets '' Zeigen

Sie:

a) Der Körper K wird von o und ( über Q erzeugt'

b) Die Erweiterung Q ! K ist galoissch, rmd [K : Q] : 29'

c) Die Galoisgruppe Gal(I(/Q) ist eiae nichtabelsche Gruppe der Ordnung 20-

d) Die Galoisgruppe h&t eiren NoruElteiler der Ordauug 5'

e) Die 2-Sylow-Untergruppen der G8loisguppe sind zykli6{h mit der Ordnung 4'

(6 Punkte)

-4-
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind q@ Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Welche der folgenden Aussagen sind richtig bzw. falsch? Geben Sie jeweils eine kurze Begründung
All:

a) Die Gruppen 26 x Zß wd 22 x Z3s sind isomorph (.Z" bezeichne dabei die zyklische Gruppe
der Ordnung n).

b) Die alternierende Gruppe.4a ist ein€ einfache Gruppe.

c) In der symmetrischen Gruppe,95 sind alle Elemente der Ordnung 2 konjugiert.

d) h Z[X) ist (X) ein Primideal-

(8 Punkte)

Aufgabe 2:
Es seien G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl Begülden Sie, dass die Anzahl der Elemente
der Ordnung p in G durch p - 1 teilbar ist, d. h.,

l{oe Glord(o) :p}l :(p-1) .fr fiir ein &€lN.

(Hinweis: Betrachten Sie die Mengen Mo:{a,a2,...,op 1} für o € G mit ord(a) :p,)
(6 Punkte)

Aufgabe 3:
Bestimmen Sie alle Teiler von 6 im Ring in ZI,f-61 : {a + \/:6 b l a, b € Z} . (6 Punkte)

Aufgabe 4:
Es sei Z ! O der Zerfällungskörper vor f = Xa +4X2 +2 e QIXI.

a) Begründen Sie, dass / irreduzibel ist.

b) Wa.rum ist die Körpererweiteruhg tr/Q galoissch?

c) Es sei o € ,L eine Nullstelle von /. Begründen Sie, dass B:: o3+3o eine Nullstelle von / ist.

d) Begründen Sie, dass Q(a) =, gilt.

e) Wie viele Elemente enthält die Galoisgruppe Gal(f/Q)?

f) Ist die Galoisgruppe zyklisch? Begründen Sie Ihre Antwort. (Hinweisr Betrachten Sie den

@Automorphismus d, der durch o(o): B gegeben ist, und bestimmen Sie o2(o).)

(10 Punkte)

-5-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiteo!

Aufgabe l:
In der Gruppe G :: Gr4(C) betra{üteq wir die Teilmeuge

82 : Eq, r:

a) Zeigeu Sie, dass alle Mo,tÄzeo. B e M diagotralicierbax sind.

b) Zeigen Sie, dass die Operation G x M - M, (A,B),- ABA-\ vo! G a.uf M durch Koujuga.
tioll wohldefiniert ist und die Menge M in genau 5 disjunkte Bahnen zerlegt.

(6 Puatte)

Aufgabe 2:
Seipl2einePrimzabt,(:=exp(2ri/p)€Cvd@eRro.Weiter6eirderZerfäJlungskörper
des Polyuonrs l(X): yc -, in C uad M der Zerfällung6körpq des Polynoms g(X) : Xf -I
in C. Zeigen Sie:

a) ,:Q(C,{4).
b) [r: Q] : [M: Q].

c) Die Galoisgmppe Gal(L/Q) ist nicht abelsch.

d) Die Körper.L und M sind Dicht isomorph.

(6 Pulkte)
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Fortsetzung nächote S€ite!
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Aufgabe 3:
Fü' *"1-"h" o,ö € Q ist das Polynom (x - 1)2 ein Teiler rot J(x):: axso + bxtt * tl 

,""ur",

Aufgabe 4:
sei€:ein-Itrtegdtätsring. Zeigen Sie: Ist Ä[X] ein Hauptidealring, so ist 

" "t 
*o*"t 

1u 
",.,o*";

Aufgabe 5:
Se-i LlK eine endliche Ga.loiseNi€iteruug, G:: Cal(LlK) die zugehörige Ga'loisguppe' d € 

'
urra f1X1 a* oo.otierle MiaimalpolJmom ron a über K' Zeigen Sie' dass

/(x)r,'I((d)t : fl(x - d(oD
oeG

gilt.
(6 Punkte)
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Thema Nr. 1

(Aufgab€ngruppe)

Es siad q& Aufgeben dieser Aufgabengruppe zu bea.beiteo!

Aufgabe 1:

Sei,9 = {n € Z Je6 gibt c,g eZmit n,= c2 - 23g'}, Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

a) Die Primzahl9T ist kein Element von,9.
Hioweis: Sie köDnes zum Beispiel däs QuadEtische R€ziprozitöLsg€setz verweüden.

b) Sind a,ö € S, daü ist auch aö € S.

(5 Punkte)

(5 Pülkte)

Aufgabe 2l

Sei f : X' - 2 € Q[X]. Sei veiter /o : X ünd ftu n > 1 sei f" : Ä-r(/) : f (/"-1) das n-farh
iterierte Polynom J, also

h=x2-2, !2=(x2 -2)2 -2, h = ((x2 - 2\2 - 2)2 - 2 nsw.

Zeigen Sie:

a) Alle Polyuome /, sind üreduzibel. (5 Punkte)

b) Sei z; : 
";lz"*' 

toe priaitive 2n+2-te Einheitsf,,urel. Für ,t ülgerade ßt 2c<x # : 4,+ z;r
eine Nullstelle von /,.

c) Die Galoi6gruppe von fr über Q ist abelsch.

Aufgabe 3:

sei c: sr(2,r'?) : {/4 € cL(2,F l det(.A) : l} ünd ä = {(ä i) l c € r?i.

a) Zeigen Sie, dass ä eine Uaterg.uppe der Ordnung 7 votr d ist.

b) Zeigen Sie, dase SL(2, F?) Ordnurg 336 hat.

c) Wie viele Udergruppen der Oröung 7 gibt ee in G?

(5 Punkte)

(5 Punkte)

(3 Purkte)

(6 Punkte)

(6 Pulkt€)

Fortsetzug nitchste Seiie!

Autsabe 4l

Sei / e C[X]ein Polynom vom Grod n 2 f. igen Sie, dass es hit(ü6tens n -1komploce Za.hlen o
gibt, fttr die /(X) - a eine mehrfache Nulletelle hat. (10 Punkte)
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Aufgabe 5:

Sei M die Merye der 3 x &Matrizen mit EiDträgen aus C, deren chora.kteristisch€€ pol,:nom
(x- 1)3 isr.

a) Zeigen Sier cL(3, C) opedert durch Koüjugation auf M: p + .4 : p Ap-r lü p € GL(3, C)
ünd. A e M. (4 punkte)

b) Bestimmeo Sie die Anzahl der Batrnea di€ser Operation. (6 pulkte)

-4-



Frühjalr 2013 Eilzelp!üfu ngsnummer: 63912 Seite: 4

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind gllc Aufgeben dieser Aufgabengruppe zu beaxbeiten!

Aufgabe 1:

Zeigen Sie, dass alle Elemente der Faktorgruppe Q /z endliche Ordnung besitzen.

Bestimmetr Sie die Eleaente endlicher Ordnung in den Fa-ktorguppen JR/Z und JR/Q.
(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei q > 1 eine Potenz einer Primzahl p, urd sei lFq eil1 Körper mit q Elementeü. Sei n eine

na,türliche Zahl, und sei G: Gl"(Fc) die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen über Fo.

a) Zeigen Sie, dass die Gruppe G von Ordnurg o(1)10" - 11 10"-t - t)...(q - 1) ist.

b) ZeigeD Sie, dass die oberen Dreieclcm&tdzen mit chaxaktedstischem Polynom (X - 1)" eine

Sylov,/sche puntergruppe von G-L"(F') bilden.

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei -A ein Integritätsbereich, und seien cI, , . . , t" und o Elemente von .R. Z€igen Sie: Ist ä faktoriell
und d eil! gröBter gemeinsa.mer Teiler von tr, . . . , ,t , so ist od ein größter 8em€in-6amer Teiler von

(6 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei K: Fs(VB). Zeigen Sie, dass K eine galoissche Erweiterung von lFs ist und bestimmen Sie

ihre galoissche Gruppe. B€€timmen Sie weiter detr Verbard der Zwischenkörper von I( über lF5

(das heißi alle Zwischenkörper geordnet narh Inklusionen). Bestimmen Sie schließlich die Anzahl
der primitiven Elemente der E weiterung K über Fs. (6 Punkte)

Äufgabe 5:

Sei -L I l( eine endliche, ga.loissche Körpererweiterung. Sei .L/ 2 K eine beliebige weitere Körperer-
weiterung von Ä'. Z€igen Sie: Gibt es genoü einen Ringbomomorphismlrs ü L . L' 6t ölK : idK,
so ist schon K = ,.

(6 Punkte)

-5-



Ttema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

& sind eUC Aulgsb@ dieser Aufgabe4ruppe zir be$beite.d

Aufgabe 1:

Maa koostruiere eitre nicht-sbelsche Gruppe de! Oldnüng m13.

Ilifldeir.' Matl !€rwende ein geeignetes semidirekteo Produkt.

(6 Puakte)

Äufgabe 2:

SeienpundqzweiverschiedenePrimzehlen,undseien€l0,4l0NullteilerimReetklassenring
R := Z/wz. 7*tsen Sie:

€z:0 <+ ER+tlB= R.

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Bew€i6en Sie, dass jeder endliche Integlität8bereich ein Körp€r ist.

llirlrr€&. Man betra.hte eiDe durch Mültiplikation gegebene Abbildung. (6 Pünkte)

Äufgabe 4:

a) Sei F3 der Körp€l mit drei Elementen. Ma.n be6tinme olle lormierten, irreduziblen Polynooe
oit Grad < 2 io FB[X].

b) IBt X1 +9X2 -2x +2 in Q[x] irreduzibel?

(6 Putrkte)

Aufgabe 5:

Fürn€Nb€zeichne(*::€2'ilnünd&n::kgv{l,...,n}daskleibstegemeinsameViellacheder
Zahletr 1,.,. ,n. Zeigen Sie, für alle n € N, die folgeodetr Forldeln über die Grade voD Kdrperer-
weite!ungeD:

a) [Q(G,..,(J:Q] : ö(&'), wobei ö die Eulersche o-Fulktior bezeichnet.

b) [a (,]o,. .., i.4 , al = e.. (6 Puuktc)








































