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Frühjahr 2009 Einzelprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 2

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Die höchste erreichbare Punktzahl für diese Aufgabengruppe beträgt 30 punkte,

Aufgabe 1:

Sei ,4 eine endliche abelsche Gruppe. Sei weiter B I A eine Untergruppö mit B = Zl2Z und
AIA = V,l8Z.

a) Bestimmen Sie die Ordnung von ,4.

b) zeigen sie, dass Ä höchstens 4 Elemente der ordnung I 2 hat.
c) Zeigen Sie, dass Ä entweder zyklisch ist oder A= Arx A2mit Ar, Azzyklisch.
d) Bestimmen Sie nun alle Möglichkeiten frir,4.

(8 Punkte)

Aufgabe 2:

Für ein Element g einer Gruppe G sei r,n e Aut(G) der zugehörige innere Automorphismus:
tn(h): ghg-l.  Die Gruppe G heiße vollständig, wenn aie ALbitaung G -- Aut(G), g * ,n
bijektiv ist.

a) Zeigen Sie, dass G genau dann vollständig ist, wenn folgende zwei Bedingungen erfüllt sind:
i) Das Zentrum von G ist trivial.

ii) Jeder Automorphismus von G ist ein innerer.

b) Sei G eine Gruppe und l/ ! G ein Normalteiler. Angenommen l/ ist vollständig. Zeigel Sie,
dass l/ ein direkter Faktor von G ist.

(9 Punkte)

Aufgabe 3:

Für den Ring ,4 : zl|v' betrachten wir Einheiten im porynomring Ä[t].

a) Zeigen Sie, dass p(t) :1 + bt keine Einheit in Ä[t] ist.
b) Zeigen Sie, dass q(t) :1 + 6t eine Einheit in Ä[t] ist.

(7 Punkte)

Aufgabe 4:

Man gebe ein normiertes, quadratisches und irreduzibles Polynom f (*) e Z[r] an,so dass f (r + d,)filr keine Wahl von d € Z ejn Eisensteinpolynom ist.

(6 Punkte)

D- Lr-



Frühjahr 2009 Einzelprüfungsnummer: 639 1 1 Seite: 3

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben clieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Die höchste erreichbare Punktzahl für diese Aufgabengruppe beträgt 29 Punkte.

Aufgabe 1:

Mit S" sei die symmetrische Gruppe auf n Elementen bezeichnet und mit Za eine zyklische Gruppe
del Ordnung 4 .

a) Wieviele Untergruppen in 53 x Zasind isomo rph zu Za ?

b) Wieviele 5-Sylowgruppen und wieviele 3-Sylowgruppen gibt es in der 55 ?

(9 Punkte)

- Aufgabe 2:

Sei G eine Gruppe mit einer Untergruppe vom Index 4 . Ze\ger Sie, dass G einen Norrnalteiler
vom Index 2 oder 3 hat.

(7 Punkte)

' Aufgabe 3:

Es sei,R ein kommutativer Ring mit Eins, I c R ein Ideal, das nur nilpotente Elemente enthält,
und zr: R- RII sei die kanonische Projektion. Zeigen Sie:
Ist u € A ein Element, so dass a.(r) eine Einheit in RII ist, dann ist z eine Einheit in Ä .

(6 Punkte)

O Aufgabe 4:

Betraclrten Sie den Körper K :: Q (W,tfr).

a) Zeigen Sie, dass K : Q (a) für * : i/3 t/1

b) Bestimmen Sie den Grad der Körpererweiterung Q C K .

c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von o über Q . (7 punkte)

-4-



Frühjahr 2009 Einzelprüfungsnummer: 639 1 1 Seite: 4

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Die höchste erreichbare Punktzahl für diese Aufgabengruppe beträgt 30 Punkte.

Aufgabe 1:

a) Wieviele Gruppenhomomorphismen V,l3Z. --t ,9s gibt es?

b) Sei /(X) das Polynom

f (x) : (X + t)5 -  6(x + r)3 + 2x + 8 e zfxl .

Wieviele Ringhomomorphismen Q[X]/(/) * C gibt es?

Die Antworten sind zu begründen.
(7 Punkte)

Aufgatre 2:

Zeigen Sie: Das von 5 und 4 + Jn erzeugte Ideal im FtingZ,l\/i:1l: {a*bt/nl a,b e Z} ist ein
maximales Ideal.

(7 Punkte)

Aufgabe 3:

Seien n ) 3 eine ungerade natürliche Zahl und (ZlnZ)- die Gruppe der invertierbaren Elemente
im Ring ZlnZ. Die multiplikative Gruppe (ZlnZ). operiert auf der additiven Gruppe ZlnZ durch
Multiplikation im RingV,lnZ. Sei G : ZlnZ x (ZlnZ). das zugehörige semidirekte Produkt mit
derVerknüpfungsvorschr i f t ( r r ,5r)  o( iz,sz):(et+h-nz,5r.5z) füral le( f t ,St) , ( t2,52)eG,
und .FI C G die Untergruppe aller Elemente in G mit erster Komponente 0.

Zeigen Sie: Es gibt genau n zr H konjugierte Untergruppen in G.
(7 Punkte)

Aufgabe 4:

a) Berechnen Sie das Minimalpolynom von (15 : 
"T 

über Q.

b) Seien A,I der Zerfällungskörper von X15 - 10 über Q und G die Autornorphismengruppe von 11,1
über Q. Bestimmen Sie die Gruppe G und zeigen Sie, dass G nicht isomorph zur syrnmetrischen
Gruppe ,Ss ist.

(9 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Es sei n eine natürliche Zahl mit n) 2.Zeigen Sie: 1+2+ 3+... *n ist Teiier von n! genau
dann, wenn n + I keine Primzahl ist. (8 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei n 2 1 und M,(K) der K-Vektorraum der n x n-Matrizen über einem Körper K und
V g M"(K) ein Untervektorraum mit dimV > n.Zeigen Sie: Es gibt eine Matrix}t A e I/ mit
det Ä : 0. (6 Punkte)

Aufgabe 3:

G sei eine endliche Gruppe, und p bezeichne den kleinsten Primteiler der Gruppenordnung von G.
Zeigen Sie: Jede Untergruppe U von G mit Index p ist normal. (8 Punkte)

Aufgabe 4:

lsigen Sie: Esgibt keinPolynom P eV,lXl derart, dass P3 - P+ 2 durch ya' - Tteilbar ist.
(8 Punkte)

-3-



Herbst 2009 Einzeiprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 3

Thema. Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeitpn!

Aufgabe 1:

Sei / dasvoneiner Primzahl p und X imPolynomring ZlXl erzeugte Ideal. Zeigen Sie, dass
1 ein maximales Ideal in V'lXl ist. (4 Punkte)

Aufgabe 2:

Eine echte Untergruppe tl einer Gruppe G heiße maximal, wenn für jede Untergruppe I/ von

G mit  U CV CG gi l t  V:(J oder V:G. Sei  G eineendl icheabelscheGruppe.ZeigenSie:

G enthäit dann und nur dann genau zwei (verschiedene) maximale Untergruppen, wenn G. zu

Zlp"Z x V,lqbZ isomorph ist mit verschiedenen Primzahlen p, q und I I a,b e N
(8 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei ^9," die symmetrische Gruppe der Permutationen von {1, 2,.. .,n} und p eine Primzahl mit
p < n < p2 .Zeigen Sie, dass jede p-Sylowuntergruppe von ,S, abelsch ist. 

(6 punkte)

Aufgabe 4:

Im Polynomring Q[X, y] in den Variablen X, Y über Q sei / das von X3 - 7 und
(X + Y)' + (X + Y) * 1 erzeugte ldeal. Zeigen Sie:

a) Q[X,YllI :: K ist ein Körper

b) 1( enthäit genau eine quadratische Erweiterung ,L von Q.

(Hinweis: lf = Q(y7, (e), (a primitive 3-te Einheitswurzel). (6 Punkte)

-  4-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

a) Geben Sie bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung 24 an.

b) Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie genau eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung 155 gibt.
(8 Punkte)

Aufgabe 2:

a) Zeigen Sie, dass V, + Z\/=2 bezüglich der komplexen Norm p(r + AJ:Z) : tr2 * 2y2 ein
euklidischer Ring ist.

b) Geben Sie eine Produktzeriegung von 1 + 4t/4 in irreduzible Elemente aus Z + Z{-2 an
und begründen Sie das Ergebnis. (7 Punkte)

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie die Struktur der Galoisgruppe der normalen Hülle I/

alle Zwischenkörper von N/Q.

Aufgabe 4:

Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe von X5 - 777X * 7 über Q zur
isomorph ist.

von e ('/B +ifr) /O ""a
(8 Punkte)

symmetrischen Gruppe Ss
(7 Punkte)
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Herbst 2010 Einzelprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 2

Thema Nr. 1
(AufgabengruPPe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alie Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnungen mit einem

erklärenden Text zu begründen.

Aufgabe 1:

sei ss die symmetrische Gruppe und G eine Gruppe mit einer normalen untergruppe l/ der

Ordnung 5, so dass GIN = ^9s ist. Zeigen Sie:

a) lc l  :30.

b) G hat eine normale Untergruppe der Ordnung 15'

c) G besitzt mindestens drei untergruppen der ordnung 10, die nicht normal sind'

(6 Punkte)

Aufgabe 2:

sei G eine Gruppe mit lcl : 595 : 5.7 .L7 und .fI ( G eine Untergruppe mit lfll : 5'

Zeigen Sie:

a) II ist ein Normalteiler von G'

b) 11 liegt im Zentrum von G.

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei c,., eine primitive dritte Einheitswurzel über Q. Der Ring R : V'lwl ist ein euklidischer Ring

mit Normabbildung N : A -t No definiert durch

l/(a + bw) : (a +ba)(a + bw2) : a2 - ab + b2, a,b € Z'

Zeigen Sie:

a) Ein Element A e R ist eine Einheit in R <+ N(g) : f '

b)  Sei  pe ZeinePrimzahl .Dannistp:  a2-ab+b2fürgeeignete a,beZgenatdann,wenn

das Ideal (ü c n kein Primideal ist.

c) Sei p e Z eine primzahl und Fp : ZlpZ der endliche Körper mit p Elementen. Das Ideal

(p) cRistgenaudanneinPrimideal ,wenndasPolynomX2+X+1 eFo[X] i r reduzibel ist '

(6 Punkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 4:

Sei A ein Integritätsbereich und A[X] der Polynomring über ,R. Für r € R sei $, : RlXl -- R,

f *- f (r) der Einsetzungshomomorphismus. Zeigen Sie:

a) Ist / g AIX] ein Ideal, so gibt es ein r € C, so dass ö,Q) :0.

b) Sei ldasvon3 undX2*l  erzeugteldeal  inzfx l .Dannist  1!  ZIX]und,ö,( I ) :Zf tu aI Ie
r  €2.

(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei k c K eine Körpererweiterung und 0 I a e K mit N : k[a]. Weiter sei eine Potenz s' (e
eine positive ganze ZahI) von o in k enthalten. Sei n die minimale positive garrze Zahl, so dass
a" e k ist. Zeigen Sie:

a) Ist a* € fr für ein m ) 0, so ist rn ein Vielfaches von n.

b) Ist Kf k etne separable Erweiterung, so ist die Charakteristik von k kein Teiler von n.

(6 Punkie)

-4-
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Herbst 2010

Thema Nr. 2
(AufgabengruPPe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengluppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnungen mit einem

erklärenden Text zu begründen.

Aufgabe 1:

Für welche natürlichen zahlen n ) 2 gilt 12 : 1 für alle Elemente r der Einheitengruppe des

Restklassenrings Z I nZ?
(6 Punkte)

,dufgabe 2:

Eine echte untergruppe [/ einer Gruppe G heißt maximal, wenn G die einzige untergruppe von

G ist, die U echt enthäit.

zeigensie für jede natürliche Zahl n ) 4: Jede maximale Untergruppe der symmetrischen Gruppe

S" hat eine Ordnung )- n.

(Tipp: Man untersÄeide die FäIle, in denen eine maximale Untergruppe von S,, transitiv bzw'

nicht transitiv oPeriert.)
(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Die Automorphismengruppe Aut(G) einer Gruppe G sei zyklisch. zeigen sie, dass G abelsch ist'

(6 Punkte)

Aufgabe 4:

Für 1 <meN betrachte man das Polynom f*(x) - x2* + x* + 1€ ZlXl. Zeigen sie;

a) Jede komplexe Nullstelle von f*ist eine Einheitswurzel'

b) f^ ist genau dann irreduzibel über Q, wenn m:3k für ein k e Ne gili.

(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei ,4 e \[',,,(V') eine ganzzahlige n x n-Mat'rix mit Ap :

Sie, dass det(Ä - E) ganzzahlig und durch p teilbar ist'
,E für eine Primzahl p und n € N. Zeigen

(E bezeichnet die Einheitsmatrix.)

(6 Punkte)



Herbst 2010 Einzelprüfungsnummer: 6391 1

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnungen mit einem

erklärenden Text zu begründen.

Aufgabe 1:

Eine Gruppe der Ordnung 91 operiere auf einer Menge mit 7I Elementen. Zeigen Sie: Die Operation

hat einen Fixpunkt. (6 Punkte)

Aufgabe 2:

a) zeigen sie: Jede endlich erzeugte untergruppe von (Q,+; ist zyklisch.

b) Geben Sie eine echte nichtzyklische Untergruppe von (Q, *) an.

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Ein Polynom f e Z[X) heiße superprimi,ti,u, falls es paarweise teilerfremde Koeffizienten hat.

Beweisen Sie oder wideriegen Sie: Das Produkt von zwei superprimitiven Polynomen ist wieder

superprimitiv. (6 Punkte)

Aufgabe 4:

Betrachten Sie die Körpererweiterung K : Q6/r, \nD von Q.

a) Zeigensie, dass K Galoissch über Q ist und bestimmen Sie die Galoisgruppe.

b) Bestimmen Sie alle Teilkörper von K.

c) Bestimmen Sie ein primitives Element von 1( über Q.

(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei P :: X4+X + 2 e F'3[X] und K : F'3[X]/(P). Weiter sei o das Bild von X in K.

a) Zeigen Sie, dass K ein Körper mit 81 Elementen ist'

b) Bestimmen Sie explizit alle Teilkörper von K. Hierbei heiße "explizit": Die Angabe einer F-3-

Basis, wobei die Basiselemente Polynome in a vom Grad ( 3 sind. [Hinweis: Betrachten Sie

a1o e K.)

(6 Punkte)

Seite: 5
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Frühjahr 2011 Einzelprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 2

Thema Nr. 1

(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Sei K ': Q(\%). Geben Sie eine Basis von K über Q an und die Darstellungsmatrix des Endo-
morphismus

KiK, rr+{S.r
bezüglich dieser Basis. Begründen Sie, warum diese Matrix über Q nicht diagonalisierbar ist.

(5 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung von g e G bezeichnen wir mit ord(g). Es seien a,b,c € G
mit folgenden Eigenschaften: Die Gruppe G wird von {a, b,c} erzeugt, das Element a erzeugt das
Zentrum von G, und es gilt

bcb-rc-r : a.

a) Berechnen Sie 6n"6-n"-r für aile n € Ns.

b) Zeigen Sie, dass ord(a) | ord(ä).

c) Zeigen Sie, dass 6ord(a) im Zentrum von G liegt.

d) Folgern Sie hieraus ord(ö) | (ord(o))2.

(Hinweis: Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge aller s € G mit rg: gr für alie g e G)
(8 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen Sie, dass

22 .42 . (p - z)' .(p - 1), = (-t;ätr+tl (mod p).

(Ohne Beweis darf der Wilson'sche Satz verwendet werden: Eine natürliche ZahI n ) 2 ist genau
dann eine Primzahl, wenn (n - 1)!f 1 durch n teilbar ist.) (6 punkte)

Aufgabe 4:

Sei E lK eine Körpererweiterung mit lE : Kl:2k für ein k e N6. Sei f e K[X] ein polynom vom
Grade 3, welches in E eine Nullstelle besitzt. Zeigen Sie, dass f in K eine Nullstelle besitzt.

(5 Punkte)

Fortsetzung nächste Seite!



Frühjahr 2011 Einzelprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 3

Aufgabe 5:

Sei K ein endlicher Körper mit q Elementen. Weiter sei /:: Xq - X - a e KlXl für ein a € K.
Sei .L ein Zerfällungskörper von / über K. Sei a €. L eine Nullstelle von f . Zeigen Sie, dass die
Menge der Nullstellen von / durch {o + 0 I P € K} gegeben ist und dass K(a) galoissch über K
ist. (6 Punkte)

-4-



Frühjahr 2011 Einzelprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 4

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Bestimmen Sie alle ganzzahligen Lösungen des folgenden Systems:

r: t (mod 2)

r:2 (mod 3)

r:3 (mod 5)

(5 Punkte)

Aufgabe 2:

a) Sei P : DT=oaiXi € ZlXl ein Polynom mit an * 0. Zeigen Sie: Ist f eine rationaie Nullstelle
von P, und sind p und q teilerfremde ganze Zahlen, dann giit qlan und plas.

b) Bestimmen Sie die rationaien Nullstellen und deren Multiplizitäten von

p: Xa -2X3 +BX2 - 4X +2

und zerlegen Sie P in irreduzible reelle Polynome.

c) Sei Qo: X3 +2X + a. Bestimmen Sie alle a € IR, so dass P und Qo teilerfremd in lR[X] sind.

(9 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei 7 ,: F7 der zweidimensionale Vektorraum über dem Körper F2 mit zwei Elementen. Sei

G :: {u v+ Au + b I A € GL2(IF'2) ,b e V}

die Gruppe der affinen Abbildungen von 7.

a) Geben Sie alle Matrizen in GL2(tr2) an.

b) Zeigen Sie die folgenden Isomorphismen: G = S+, GL2(F'2) = Ss. (Hierbei bedeutet S- die
symmetrische Gruppe vom Grad rn.)

(8 Punkte)

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie zwei irreduzible Polynome f ,g e Q[r], so dass die Galoisgruppen Gal(/) und
Gal(g) gleich viele Elemente haben, aber nicht isomoiph sind. (s iunkte)

-5-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe L:

Zeigen Sie: Eine ungerade Primzahl p ist Teiler einer ZahI n2 * 1 mit n. € N genau dann, wenn
p = I (mod  ) gilt. (7 Punkte)

Aufgabe 2:

Zeigen Sie: Ist G eine endliche Gruppe, so existiert eine natüriiche Zahl n derart, dass G isomorph
ist zu einer Untergruppe der alternierenden Gruppe .4,,. (6 Punkte)

Aufgabe 3:

a) Beweisen Sie, dass

f::X3+X2-2X-L
in Q[X] irreduzibel ist.

b) Zeigen Sie, dass / eine reelie Nullstelle a im offenen Intervall ]1,2[ besitzt.

c) Zeigen Sie, dass neben a auch -# Nuilstelle von / ist.

d) Folgern Sie, dass Q(a) ein Zerfällungskörper von / ist.

e) Wie viele Elemente enthält die Galoisgruppe von / über Q?

(10 Punkte)

Aufgabe 4:

Es sei Lf K eine algebraische Körpererweiterung und o : L -+ L ein K-Endomorphismus von L,
also o16 : i,dx.
Beweisen Sie, dass o ein K-Automorphismus von ,L ist. (7 Punkte)












