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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Die héchste erreichbare Punktzahl fiir diese Aufgabengruppe betriagt 30 Punkte.

Aufgabe 1:
Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Sei weiter B C A eine Untergruppe mit B & Z/27 und
A/B = 7./87Z.
a) Bestimmen Sie die Ordnung von A.
b) Zeigen Sie, dass A hochstens 4 Elemente der Ordnung < 2 hat.
c) Zeigen Sie, dass A entweder zyklisch ist oder A = A; x A, mit A, A, zyklisch.
)

d) Bestimmen Sie nun alle Moglichkeiten fiir A. -

(8 Punkte)

Aufgabe 2:

Fiir ein Element g einer Gruppe G sei tg € Aut(@) der zugehorige innere Automorphismus:
tg(h) = ghg™'. Die Gruppe G heiBe vollstéindig, wenn die Abbildung G — Aut(G) : g — 4,
bijektiv ist.

a) Zeigen Sie, dass G genau dann vollsténdig ist, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:
i) Das Zentrum von G ist trivial.
ii) Jeder Automorphismus von G ist ein innerer.

b) Sei G eine Gruppe und N C G ein Normalteiler. Angenommen N ist vollstindig. Zeigeﬁ Sie,
dass N ein direkter Faktor von ( ist.

(9 Punkte)
Aufgabe 3:
Fiir den Ring A = Z/87Z betrachten wir Einheiten im Polynomring A[t].
a) Zeigen Sie, dass p(t) = 14 5¢ keine Einheit in A[t] ist.
b) Zeigen Sie, dass ¢(t) = 1 + 6t eine Einheit in Alt] ist.

(7 Punkte)

Anufgabe 4:

Man gebe ein normiertes, quadratisches und irreduzibles Polynom f(z) € Z[z] an, so dass f (x+d)
fiir keine Wahl von d € Z ein Eisensteinpolynom ist.

(6 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Die héchste erreichbare Punktzahl fiir diese Aufgabengruppe betriagt 29 Punkte.

Aufgabe 1:

Mit S, sei die symmetrische Gruppe auf n Elementen bezeichnet und mit Z, eine zyklische Gruppe
der Ordnung 4 . ' :

a) Wieviele Untergruppen in S3 x Z; sind isomorph zu Z4 ?
b) Wieviele 5-Sylowgruppen und wieviele 3-Sylowgruppen gibt es in der Ss ?
(9 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei G eine Gruppe mit einer Untergruppe vom Index 4 . Zeigen Sie, dass G einen Normalteiler
vom Index 2 oder 3 hat. '

(7 Punkte)

+ Aufgabe 3:

Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, I C R ein Ideal, das nur nilpotente Elemente enthilt,
und 7 : R — R/I sei die kanonische Projektion. Zeigen Sie:

Ist z € R ein Element, so dass 7(z) eine Einheit in R/I ist, dann ist = eine Einheit in R .

(6 Punkte)
Aufgabe 4:
Betrachten Sie den Kérper K := @ (v/3,V7). .
a) Zeigen Sie, dass K = @ («) fiir o = ¥/3 - V7 .
b) Bestimmen Sie den Grad der Kérpererweiterung @ C K .
c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « {iber @) . (7 Punkte)




Friithjahr 2009 Einzelpriifungsnummer: 63911 Seite: 4

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Die hochste erreichbare Punktzahl fiir diese Aufgabengruppe betrigt 30 Punkte,

Aufgabe 1:
a) Wieviele Gruppenhomomorphismen Z/37 — Ss gibt es?
b) Sei f(X) das Polynom

fX)=(X+1°—6(X +1)®+2X +8 € Z[X].
Wieviele Ringhomomorphismen Q[X]/(f) — C gibt es?

Die Antworten sind zu begriinden.

(7 Punkte)

Aufgabe 2:

Zeigen Sie: Das von 5 und 4 + /11 erzeugte Ideal im Ring Z[v/11] = {a +by/11 | a,b € Z} ist ein
maximales Ideal.

(7 Puﬁkte)

Aufgabe 3:

Seien n > 3 eine ungerade natiirliche Zahl und (Z/nZ)* die Gruppe der invertierbaren Elemente
im Ring Z/nZ. Die multiplikative Gruppe (Z/nZ)* operiert auf der additiven Gruppe Z/nZ durch
Multiplikation im Ring Z/nZ. Sei G = Z/nZ x (Z/nZ)* das zugehorige semidirekte Produkt mit
der Verkniipfungsvorschrift (Z;,35;) o (Zs,352) = (Z1 + 51 - Tz, 51 - §9) fiir alle (Z1,51), (Tq, 82) € G,
und H C G die Untergruppe aller Elemente in G' mit erster Komponente 0.
Zeigen Sie: s gibt genau n zu H konjugierte Untergruppen in G.

(7 Punkte)

Aufgabe 4:
a) Berechnen Sie das Minimalpolynom von (5 = e iiber Q.

b) Seien M der Zerfillungskérper von X'® —10 iiber Q und (' die Automorphismengruppe von M
iber Q. Bestimmen Sie die Gruppe GG und zeigen Sie, dass (¢ nicht isomorph zur symmetrischen
Gruppe S; ist.

(9 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Es sei n eine natiirliche Zahl mit n > 2. Zeigen Sie: 1 +2 + 3+ ... + n ist Teiler von n! genau
dann, wenn n + 1 keine Primzahl ist. (8 Punkte)
Aufgabe 2:

Sei n > 1 und M, (K) der K—Vektorraum der n x n-Matrizen iiber einem Kérper K und
V C M, (K) ein Untervektorraum mit dim V' > n. Zeigen Sie: Es gibt eine Matrix 0 # A € V mit

det A = 0. (6 Punkte)
Aufgabe 3:
G sei eine endliche Gruppe, und p bezeichne den kleinsten Primteiler der Gruppenordnung von G.
Zeigen Sie: Jede Untergruppe U von G mit Index p ist normal. (8 Punkte)
Aufgabe 4:
Zeigen Sie: Es gibt kein Polynom P € Z[X] derart, dass P3 — P + 2 durch X* — 7 teilbar ist.

(8 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Sei I das von einer Primzahl p und X im Polynomring Z[X] erzeugte Ideal. Zeigen Sie, dass
I ein maximales Ideal in Z[X] ist. (4 Punkte)
Aufgabe 2:

Eine echte Untergruppe U einer Gruppe G heifle maximal, wenn fiir jede Untergruppe V' von
G mit UCV CG gilt V=U oder V=G.Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Zeigen Sie:
G enthilt dann und nur dann genau zwei (verschiedene) maximale Untergruppen, wenn G zu
Z/p°Z x Z./q°Z isomorph ist mit verschiedenen Primzahlen p,q und 1 <a,b€ N. '

(8 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei S, die symmetrische Gruppe der Permutationen von {1,2,...,n} und p eine Primzahl mit
p < n < p*. Zeigen Sie, dass jede p-Sylowuntergruppe von S, abelsch ist.

(6 Punkte)

Aufgabe 4:

Im Polynomring Q[X,Y] in den Variablen X,Y iiber Q sei / das von X®—7 und
(X +Y)2+ (X +Y)+1 erzeugte Ideal. Zeigen Sie:

a) Q[X,Y]/I =: K ist ein Korper.

b) K enthilt genau eine quadratische Erweiterung L von . Q.

(Hinweis: K = Q(v/7,(3), (3 primitive 3-te Einheitswurzel). (6 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

a) Geben Sie bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung 24 an.

b) Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie genau eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung 155 gibt.
(8 Punkte)

Aufgabe 2:

a) Zeigen Sie, dass Z + Z+/—2 beziiglich der komplexen Norm ¢(z + yv/—2) = z® + 2y* ein
euklidischer Ring ist.

b) Geben Sie eine Produktzerlegung von 1 + 41/—2 in irreduzible Elemente aus Z + Z+/—2 an

und begriinden Sie das Ergebnis. (7 Punkte)
Aufgabe 3:
Bestimmen Sie die Struktur der Galoisgruppe der normalen Hiille N von Q (\/ 8+ 37 ) /Q und
alle Zwischenkorper von N/Q. (8 Punkte)
Anufgabe 4:

Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe von X° — 777X + 7 iiber Q zur symmetrischen Gruppe S
isomorph ist. (7 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Anufgabe 1:
Sei G eine endliche einfache Gruppe und H eine echte Untergruppe vom Index £ > 2 in G.
Zeigen Sie, dass die Gruppenordnung |G| von G ein Teiler von k!/2 ist. (6 Punkte)
Aufgabe 2:

Sei L/K die quadratische Kérpererweiterung mit L = K[X]/(X?—a) mit a € K*~ K**, d.h.
a # b fiir alle b € K*. Geben Sie alle normierten quadratischen Polynome f(X) € K[X] an, so
dass es einen Kérperisomorphismus K[X]/(f(X)) — L iiber K gibt. (6 Punkte)

Aufgabe 3:
Sei Fy, der Korper mit 2 Elementen und sei K = Fo[X]/(X?+ X +1).

a) Zeigen Sie, dass K ein Korper ist.

b) Sei f(X) € Fo[X] ein normiertes Polynom vom Grad < 5. Gelte f(0) # 0, f(1) # 0 und
f(a) # 0, wobei a € K eine Nullstelle von X?+ X +1 ist. Zeigen Sie, dass f(X) irreduzibel
ist.

c) Zeigen Sie, dass X°+5X*+3X3 + X +1 in Q[X] irreduzibel ist. (6 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei ( = (11 € C eine primitive 11-te Einheitswurzel. Dann ist Q(¢) iiber Q galoissch mit
Galoisgruppe (Z/117Z)* ~ Gal(Q(¢)/Q) .

a) Geben Sie 7,0 € Gal(Q(¢)/Q) an, mit |[(7)|] =2 und |[(c)| =5.

b) Geben Sie o, € Q(¢) an, mit [Q(a): Q] =5 und [Q(B) : Q] = 2.
(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei Dg die Diedergruppe der Ordnung 12, sei A, die alternierende Gruppe und sei (' die von
a und b erzeugte Gruppe, wobei a die Ordnung 3 und b die Ordnung 4 hat und bab™! = a2
gilt. Zeigen Sie, dass diese 3 Gruppen paarweise nicht isomorph sind. (6 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie genau zwei Gruppen der Ordnung 99 gibt.

(6 Punkte)
Aufgabe 2:
a) Sei G eine endliche Gruppe und sei H eine echte Untergruppe von G (d.h. H # (). Zeigen

Sie:
G U cHz b
zelG

b) Sei (7 := GL(2,C) die Gruppe der invertierbaren komplexen 2 x 2 - Matrizen und sei H < G
die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen, d.h.

H::{(Z Z) €C|c=0}.

Zeigen Sie:
G = U s Hx ™,

zeqG

(6 Punkte)

Aufgabe 3:
Betrachten Sie die Gauf3’schen Zahlen

Z[i] := {a+ ib € Cla,b € Z}
mit der Normabbildung NV : Z[i] — N, N(z) := 2Z. z steht dabei fiir die zu z konjugierte Zahl.

a) Zeigen Sie: z € (Z[i])* := {z € Z[1] | z ist invertierbar} < N(z) = 1.

b) Sei q € Z[i], so dass N(q) eine ungerade Primzahl ist. Zeigen Sie: ¢ ist ein Primelement in Z[i]
und fiir alle € € (Z[z])* gilt: q # €q.

(6 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Anufgabe 4:

a) Sei f:=X*+a1 X3 +a, X2 +a3X +ay € Z[X]. Seien a,,as ungerade und as, as entweder
beide gerade oder beide ungerade. Zeigen Sie: f ist irreduzibel.

b) Sei K ein Kérper. Ist f =YY%+ XY? + X3 + X?Y + X € K[X, Y] irreduzibel?
Begriinden Sie Thre Antwort!

(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei /K eine endliche Galoiserweiterung und sei o € F, so dass ola) # a firallel # o €
Gal(E/K).

Zeigen Sie: « ist ein primitives Element von E/K. (6 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Berechnen Sie alle rationalen Nullstellen der reellen Funktion
flx) =2 +2* -2

Begriinden Sie insbesondere, dass es iiber die von Ihnen angegebenen Nullstellen hinaus keine

weiteren rationalen Nullstellen gibt. (5 Punkte)
Aufgabe 2:
R sei ein endlicher kommutativer Ring mit Einselement. Zeigen Sie, dass jedes Element aus R
entweder Einheit oder Nullteiler ist. (5 Punkte)
Aufgabe 3:

Bestimmen Sie alle natiirlichen Zahlen n derart, dass die symmetrische Gruppe S, eine Unter-
gruppe mit Index 3 besitzt.

(5 Punkte)
Aufgabe 4:
Es sei p eine Primzahl, G eine endliche p-Gruppe und N ein Normalteiler in G der Ordnung p.
Zeigen Sie, dass N im Zentrum von G liegt. (5 Punkte)
Aufgabe 5:

Das Polynom
f=X*-2aX%+beQ[X]

sel irreduzibel, und L bezeichne seinen Zerfillungskorper in C. Ferner sei

K :=Q(Va?-0b).
Beweisen Sie:
a) Ist [L:Q] =4, soist Vb e K.
b) Ist vb € Q, so ist Gal(L/Q) X Zy x Zs.
¢) Ist Vb € K\Q, so ist Gal(L/Q) = Zy.
d) v/2 4 /3 ist ein primitives Element der Kérpererweiterung Q(v/2, V3)/Q.
e) Welche Struktur hat die Galoisgruppe Gal(Q(v/2, v/3)/Q)?

(10 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnungen mit einem
erkldrenden Text zu begriinden.

Aufgabe 1:

Sei S5 die symmetrische Gruppe und G eine Gruppe mit einer normalen Untergruppe NN der
Ordnung 5, so dass G/N = Ss ist. Zeigen Sie:

a) |G| = 30.
b) G hat eine normale Untergruppe der Ordnung 15.

¢) G besitzt mindestens drei Untergruppen der Ordnung 10, die nicht normal sind.

(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei G eine Gruppe mit |G| = 595 =5-7-17 und H < G eine Untergruppe mit |El=5.
Zeigen Sie:

a) H ist ein Normalteiler von G.

b) H liegt im Zentrum von G.

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei w eine primitive dritte Einheitswurzel iiber Q. Der Ring R = Z[w] ist ein euklidischer Ring
mit Normabbildung N : R — Ny definiert durch

N(a+ bw) = (a + bw)(a + bw?) = a® —ab+b% a,bel.
. Zeigen Sie:

a) Ein Element y € R ist eine Einheit in R < N(y) = 1.

b) Sei p € Z eine Primzahl. Dann ist p = a? — ab + b? fiir geeignete a,b € Z genau dann, wenn
das Ideal (p) C R kein Primideal ist.

c) Sei p € Z eine Primzahl und F, = Z/pZ der endliche Korper mit p Elementen. Das Ideal
(p) C R ist genau dann ein Primideal, wenn das Polynom X 24+ X +1 € F,p[X] irreduzibel ist.

(6 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 4:

Sei R ein Integrititsbereich und R[X] der Polynomring iiber R. Fiir 7 € R sei ¢, : R[X] — R,

f +— f(r) der Einsetzungshomomorphismus. Zeigen Sie:

a) Ist I € C[X] ein Ideal, so gibt es ein r € C, so dass ¢,(I) = 0.

b) Sei I das von 3 und X2+ 1 erzeugte Ideal in Z[X]. Dann ist I C Z[X] und ¢,(I) = Z fiir alle
r € Z.

(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei k C K eine Korpererweiterung und 0 # o € K mit K = k[a]. Weiter sei eine Potenz a° (e
eine positive ganze Zahl) von « in k enthalten. Sei n die minimale positive ganze Zahl, so dass
a™ € k ist. Zeigen Sie:

a) Ist ™ € k fiir ein m > 0, so ist m ein Vielfaches von n.

b) Ist K/k eine separable Erweiterung, so ist die Charakteristik von £ kein Teiler von n.

(6 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnungen mit einem
erklirenden Text zu begriinden.

Aufgabe 1:

Fiir welche natiirlichen Zahlen n > 2 gilt 2* = 1 fiir alle Elemente z der Einheitengruppe des
Restklassenrings Z/nZ?

(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Eine echte Untergruppe U einer Gruppe G heifit maximal, wenn G die einzige Untergruppe von
G ist, die U echt enthélt.

Zeigen Sie fiir jede natiirliche Zahl n > 4 Jede maximale Untergruppe der symmetrischen Gruppe

S,, hat eine Ordnung > n.
(Tipp: Man unterscheide die Fille, in denen eine maximale Untergruppe von S, transitiv bzw.
nicht transitiv operiert.)

(6 Punkte)

Aufgabe 3:
Die Automorphismengruppe Aut(G) einer Gruppe G sei zyklisch. Zeigen Sie, dass G abelsch ist.
(6 Punkte)

Aufgabe 4:

Fiir 1 < m € N betrachte man das Polynom f,(X) = X2m 4 X™ 41 € Z[X]. Zeigen Sie:

a) Jede komplexe Nullstelle von fom ist eine Einheitswurzel.

b) fm ist genau dann irreduzibel iiber Q, wenn m = 3k fiir ein k € Ny gilt.

(6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei A € My, »(Z) eine ganzzahlige n x n-Matrix mit AP = F fiir eine Primzahl p und n € N. Zeigen
Sie, dass det(A — E) ganzzahlig und durch p teilbar ist. (E bezeichnet die Einheitsmatrix.)

(6 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Bei den folgenden Aufgaben sind alle Schlussfolgerungen und nichttrivialen Rechnungen mit einem
erklirenden Text zu begriinden.

Aufgabe 1:
Eine Gruppe der Ordnung 91 operiere auf einer Menge mit 71 Elementen. Zeigen Sie: Die Operation
hat einen Fixpunkt. (6 Punkte)
Aufgabe 2:

a) Zeigen Sie: Jede endlich erzeugte Untergruppe von (Q, +) ist zyklisch.
b) Geben Sie eine echte nichtzyklische Untergruppe von (Q, +) an.

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Ein Polynom f € Z[X] heifie superprimitiv, falls es paarweise teilerfremde Koeffizienten hat.
Beweisen Sie oder widerlegen Sie: Das Produkt von zwei superprimitiven Polynomen ist wieder
superprimitiv. (6 Punkte)

Aufgabe 4:
Betrachten Sie die Kérpererweiterung K = Q(v/2,v/11) von Q.

a) Zeigen Sie, dass K Galoissch iiber Q ist und bestimmen Sie die Galoisgruppe.
b) Bestimmen Sie alle Teilkérper von K.

c) Bestimmen Sie ein primitives Element von K iiber Q.

(6 Punkte)

Aufgabe 5:
Sei P:= X%+ X 4+ 2 € F3[X] und K = F3[X]/(P). Weiter sei a das Bild von X in K.

a) Zeigen Sie, dass K ein Korper mit 81 Elementen ist.

b) Bestimmen Sie explizit alle Teilkdrper von K. Hierbei heifle “explizit”: Die Angabe einer Fs-
Basis, wobei die Basiselemente Polynome in a vom Grad < 3 sind. [Hinweis: Betrachten Sie
al® € K\

(6 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Sei K := Q(V/5). Geben Sie eine Basis von K iiber Q an und die Darstellungsmatrix des Endo-
morphismus
K—K, z=vV5z

beziiglich dieser Basis. Begriinden Sie, warum diese Matrix iiber Q nicht diagonalisierbar ist.
(5 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei G eine endliche Gruppe. Die Ordnung von g € G bezeichnen wir mit ord(g). Es seien a,b,c € G
mit folgenden Eigenschaften: Die Gruppe G wird von {a, b, ¢} erzeugt, das Element a erzeugt das )

Zentrum von G, und es gilt
beb™ ¢! = a.

a) Berechnen Sie b"ch~"c™! fiir alle n € N,

b) Zeigen Sie, dass ord(a) | ord(b).

¢) Zeigen Sie, dass b4%) im Zentrum von G liegt.

d) Folgern Sie hieraus ord(d) | (ord(a))?.

(Hinweis: Das Zentrum einer Gruppe G ist die Menge aller z € G mit zg = gz fiir alle g € G.)
(8 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen Sie, dass
22 4. (p—3)* (p—1)? = (-1):¢*V  (mod p).

(Ohne Beweis darf der Wilson’sche Satz verwendet werden: Eine natiirliche Zahl n > 2 ist genau
dann eine Primzahl, wenn (n — 1)! + 1 durch n teilbar ist.) (6 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei E//K eine Korpererweiterung mit [E : K] = 2 fiir ein k € Ny. Sei f € K[X] ein Polynom vom
Grade 3, welches in E eine Nullstelle besitzt. Zeigen Sie, dass f in K eine Nullstelle besitzt.
(5 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 5:

Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Weiter sei f := X7 — X —a € K[X] fiir ein a € K.
Sei L ein Zerfallungskorper von f iiber K. Sei a € L eine Nullstelle von f. Zeigen Sie, dass die
Menge der Nullstellen von f durch {a+ | 8 € K} gegeben ist und dass K(a) galoissch iiber K
ist. (6 Punkte)
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Bestimmen Sie alle ganzzahligen Losungen des folgenden Systems:
z=1 (mod 2)
z=2 (mod 3)
z=3 (mod 5)

(5 Punkte)

Aufgabe 2:

a) Sei P=3"" ,a;X* € Z[X] ein Polynom mit a, # 0. Zeigen Sie: Ist E eine rationale Nullstelle -
von P, und sind p und q teilerfremde ganze Zahlen, dann gilt gla, und p|ay.

b) Bestimmen Sie die rationalen Nullstellen und deren Multiplizitdten von
P=X*-2X>4+3X?-4X+2
und zerlegen Sie P in irreduzible reelle Polynome.
c) Sei Qo = X°+2X + a. Bestimmen Sie alle a € R, so dass P und Q, teilerfremd in R[X] sind.
(9 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei V := 3 der zweidimensionale Vektorraum iiber dem Korper Fy mit zwei Elementen. Sei
G:={v— Av+b| AeGLy(Fy),be V}
die Gruppe der affinen Abbildungen von V.

a) Geben Sie alle Matrizen in GLy(F;) an.
b) Zeigen Sie die folgenden Isomorphismen: G & Sy, GLy(Fy) = S;. (Hierbei bedeutet S, die
symmetrische Gruppe vom Grad m.)

(8 Punkte)

Aufgabe 4:
Bestimmen Sie zwei irreduzible Polynome f,g € Q[z], so dass die Galoisgruppen Gal(f) und
Gal(g) gleich viele Elemente haben, aber nicht isomorph sind. (8 Punkte)
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(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
Zeigen Sie: Eine ungerade Primzahl p ist Teiler einer Zahl n? + 1 mit n € N genau dann, wenn
p=1 (mod 4) gilt. (7 Punkte)
Aufgabe 2:
Zeigen Sie: Ist G eine endliche Gruppe, so existiert eine natiirliche Zahl n derart, dass G isomorph
ist zu einer Untergruppe der alternierenden Gruppe A,. (6 Punkte)
Aufgabe 3:

a) Beweisen Sie, dass
=X X2 =2 ]
in Q[X] irreduzibel ist.
b) Zeigen Sie, dass f eine reelle Nullstelle o im offenen Intervall |1, 2[ besitzt.
Zeigen Sie, dass neben o auch —QLH Nullstelle von f ist.
Folgern Sie, dass Q(«) ein Zerfallungskorper von f ist.

)
c)
d)
e) Wie viele Elemente enthilt die Galoisgruppe von f iiber Q7

(10 Punkte)

Aufgabe 4:

Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und o : L — L ein K-Endomorphismus von L,
also 0|k = idk.

Beweisen Sie, dass o ein K-Automorphismus von L ist. : (7 Punkte)
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1: ‘
Sei p eine Primzahl und S, die symmetrische Gruppe vom Grad p.

a) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente der Ordnung p in S,,.
b) Zeigen Sie: Die Anzahl der p-Sylowuntergruppen von S, betrigt (p — 2)!
c) Folgern Sie aus (a) die Kongruenz (p — 1)! = —1(mod p). (9 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei n > 1 eine ganze Zahl und p eine ungerade Primzahl. Betrachten Sie das Polynom
f=X"+X+peQ[X]

a) Zeigen Sie: Ist o eine komplexe Nullstelle von f, so gilt | > 1.

b) Zeigen Sie: f ist irreduzibel iiber Q.(Hinweis: Stellen Sie hierzu Uberlegungen zu Nullstellen
von potentiellen Faktoren an). _ (6 Punkte)

Aufgabe 3: :
Sei I ein unendlicher Korper und f € F[X},..., X,,] ein Polynom in n Variablen. Zeigen Sie: Ist
flar,...,a,) = 0 fiir alle ay,...,0, € F, s0 ist f das Nullpolynom. (Hinweis: Induktion).

(8 Punkte)
Aufgabe 4:
Sei Fy; die Fibonaccifolge, die durch
=0 F=1 F, = F, 1+ F, ,fiirn>?2
definiert ist.
a) Zeigen Sie: F,, = 2n3" (mod 5)
b) Ist Fygyy + 1 durch 5 teilbar? Begriinden Sie Thre Antwort! . (7 Plllnkte)‘
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

a) Geben Sie eine vollstindige und exakte Definition des grofiten gemeinsamen Teilers ggT(a, b)
zweier ganzer Zahlen a, b mit (a,b) # (0,0) an.

b) Beweisen Sie mit Hilfe Ihrer Definition die Formel

gel ( Qgil("l{a,b) ’ gg;r{)(a,b)) =1 (6 Punkte)
Aufgabe 2: ‘
Sei (7 eine endliche Gruppe und sei n > 1 mit ggT(n,ord(G))==1. Zeigen Sie, dass es zu jedem
Element a € ( ein eindeutig bestimmtes Element b € ¢ gibt mit " = a. (7 Punkte)
Aufgabe 3:

Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und sei f : K — K eine Abbildung.
Zeigen Sie, dass es ein Polynom p € K[X] gibt mit p{a) = f(a) {ir alle a € K, und

beweisen Sie, dass das Polynbm p eindeutig bestimmt ist, wenn man zuséitzlich
grad (p) < q fordert. (8 Punkte}

Aufgabe 4: '
Sei o € C eine Nullstelle des Polynoms f = X3 — 3X + 1 € Q[X]. Zeigen Sie:

a) Das Polynom f ist irreduzibel iiber Q.

b) Zeigen Sie, dass auch o — 2 eine Nullstelle von f ist. Folgern Sie, dass Q(a) der Zerfil-
lungskorper von f iiber € ist und dass die Galoisgruppe von f iiber Q isomorph zu Z/3Z
ist. '

| c) Es gili; Q(a) CR. | (9 Punkte)
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe}

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1: _ ‘ :
Sei » > 5. Man bestimme alle Normalteiler der symmetrischen Gruppe S,. Dabei darf {und sollte)

ohne Beweis benutzt werden, dass fiir n > 5 die alternierende Gruppe A, einfach ist. .
' : (5 Punkte)

Aufgabe 2
Fiir k € N sei bk (X) XX 1) (X=ktl) © Q[X]. Ferner setze bo(X) = 1. Man zeige:

a) be(m) € Z fiir alle m € Z.
b) Die Polynome b;(X), k € Ny, bilden eine Basis des Q—Vektorraums Q[X].

c¢) Das Polynom f(X) € Q[X] nehme an allen ganzzahligen Stellen ganzzahlige Werte an. Man
zeige, dass f(X) eine ganzzahlige Linearkombination der Polynome b;,(X), k € Ny, ist. .

(9 Punkte)
Aufgabe 3: _
Die Folge ao, a1, aa,. .. positiver reeller Zahlen sei durch ag = 2, any1 = /an (n > 0) definiert.
Man zeige [Q(an) : Q] = 2" fiir alle n € N, _ (5 Punkte)
Aufgabe 4: ‘
Beweisen Sie, dass es vier aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen n,n+ 1, n+ 2, n+ 3 (n > 1)
gibt, die jeweils durch eine Quadratzahl > 1 teilbar sind. (5 Punkte)
Aufgabe 5:

Untersuchen Sie die folgenden Polynome auf Irreduzibilitdt. Hierbei ist 'y der endliche Kérper
mit 2 Elementen.

a) X5+ X%+ 1in Fy[X] |
b) X°+ X?Y3 + X3+ Y3+ X2+ 1in Q[X,Y] (6 Punkte)



