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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es si,nd'insgesamt 30 Punkte errei,chbar. Begründen Si,e alle Antworten und aer-
sehen S'ie Rechnunoen m'it e'inem lcurzen Tent.

Aufgabe 1:

Sei /(X) € Q[X] ein irreduzibles Polynom. Die Galoisgruppe von / über Q
nung. Man zeige, dass / nur reelle Nulistellen hat.

Aufgabe 2:

habe ungerade Ord-

(7 Punkte)

Sei

a)

b)

Sei / (X,  Y) :  Xr7 +ya7xt + X + I )  -Y € C[X,y] .

a) Man zeige, dass / als Polynom in X über dem Koeffizientenring C[Y] irreduzibel ist. (I{inweis:
Eisenstein-Kriterium)

b) Man zeige, dass / ein irreduzibles Element im Ring C[X,Y] ist.

(8 Punkte)

G eine endliche Gruppe der Ordnung p* ) 1, mit rn € N und p eine Primzahl.

Man zeige, dass jede maximale Untergruppe von G ein Normalteiler vom Index p ist.

Sei .l/ der Schnitt der maximalen Untergruppen von G. Man zeige, dass G/l/ abelsch ist und
Exponent p hat. (Der Exponent einer endlichen Gruppe ist das kleinste gemeinsame Vielfache
der Elementordnungen.)

(8 Punkte)

Aufgabe 4:
Sei R der Restklassenring 2120062.

a) Wie viele Nullstellen hat das Polynom X2 - L

b) Wie viele Nullstellen hat das Polynom X3 - I

(7 Punkte)

in .R?

in,R?

t( ) -
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es s,ind, insgesamt 30 Punkte erre'ichbar. Begründen Sie alle Antworten und uer-

sehen Sie Rechnungen mit ei,nem kurzen Tert.

Aufgabe 1:

Beweisen Sie:

Es sei (G, +) eine abelsche Gruppe und t/, V seien Untergruppen von G. Dann gilt G : U ff \/

(d. h. G ist äie direkte Summe von [/ und V) genau dann, wenn je zwei Neberrklassen l/ * a und

V + U mit (o, b e G) genau ein Element gemeinsam haben' (5 Punkt'e)

e
Aufgabe 2:

Für welche Primzahlerr p : I}n * k

welche ein quadratischer Nichtrest?
(, 2 0, k e {t,3,7,9}) ist 5 ein quadratischer Rest und für

(5 Punkte)

Aufgabe 3:

Zeigen Sie:

a) Die additive Gruppe der reelien Zahlen ist isomorph zur multiplikativen Gruppe der positiven

reellen Zahlen.

b) Die additive Gruppe eines Körpers ist nie isomorph zur multiplikativen Gruppe dieses Körpers.

(5 Punkte)

Aufgabe 4:

Et *i /, 
"ite 

Galoiserweiterung eines Körpers K, so dass die Galoisgruppe von

symmetrische Gruppe ,5,, mit n ) 5 ist. Wie viele Zwischenkörper F mit K < F

,t dar, F eine Galoiserweiterung von K ist? Was ist die Galoisgruppe von F über

| über F?

,L über K die
( -L existieren,
K und die von

(5 Punkte)

Beweisen Sie:

a) Eine Gruppe, in der jedes Eiement die ordnung 2hat, ist abelsch'

b) Hat eine lichtabelsche Gruppe G der Ordnung B zwei verschiedene Elemente der Ordnung

zwe\, so ist sie isomorph zur Symmetriegruppe eines Quadrates (ist also insbesondere eine

Diedergruppe)

(5 Punkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 6:

Es sei .R ein kommutativer Ring mit 1. Es sei M ein maximales Ideal von R.

a) Sei 1 f a invertierbar für jedes Element a e M. Zeigen Sie, dass M d,as einzige maximale Ideal
von ,R ist.

b) Zeigensie, dass für jede natürliche ZahIn ) 1 der Faktorring RlM" nur ein einziges maximales

Ideal hat. (5 Punkte)

-5-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es s'ind 'insgesamt 30 Punkte errer,chbar. Begründen Si,e,alle Antworten und, uer-
sehen Si,e Rechnungen mit einem kurzen Tert.

Aufgabe 1:
Gegeben sei eine natürliche ZahI m. Beweisen Sie:

a) Es gibt unendlich viele n € N mit mlp(n). (p bezeichnet die Eulersche

b) trs gibt unendlich viele n € N, die in ihrer Dezimaldarstellung nur aus
bestehen und Vielfache von rn sind.

Aufgabe 2:
G und H bezeichne endliche Gruppen, [/ sei eine Untergruppe von G und / : G n 11 ein
Gruppenhomomorphismus. Beweisen Sie für die Gruppenindizes die Gleichung

lG : Ul: [/(c) , f (U)] [Kern/ : (Kern f nU)].

(5 Punkte)

Phi-Funktion.)

Nullen und Einsen

(5 Punkte)

Beweisen oderG sei eine Gruppe, und
widerlegen Sie:

a) Ist jede Untergruppe

b) Ist jede Untergruppe

G x G bezeichne das direkte Produkt von G mit G.

von G x G Normalteiler, so ist G abelsch.

von G Normaiteiler, so ist G abelsch.

(5 Punkte)

Aufgabe 4:

-t? sei ein faktorieller Ring mit Quotientenkörper K, und r € K sei Nulistelle eines normierten
Polynoms aus A[X] . Zeigen Sie: r e R (5 Punkte)

Aufgabe 5:
Ist KIQ Galoiserweiterung vom Grad 4 mit zyklischer Galoisgruppe, so hat das Polynom
X2 + 1 € Q[X] keine Nullstelle in K. (5 Punkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Sind IIK und MIL endliche l(örpererweiterungen und ist MIK galoissch mit Galoisgruppe
G, so ist auch der Körper

K(U "Q))
- - rucu

galoissch über K . (5 Punkte)

o

o
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

' Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar. Begründen Sie alle Antworten und
versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

Gegeben seien die Polynome p: X3 - X + 2 und q= X2 -2X +2 € AtX].

a) Beweisen Sie, dass K: Q[Xj/(p) ein Körper ist.

b) Bestimmen sie das multiplikative Inverse der Restklasse Q von q in K.

(7 Punkte)

Aufgabe 2:

Es sei R: zl*#] C C gegeben.

a) Fertigen Sie eine Skizze von R als Teilmenge der Gaußschen Zahlenebene C an.
b) Beweisen Sie, dass .R mit der komplexen Norm ll . ll' ein Euklidischer Ring ist.
c) Bestimmen Sie alle Einheiten von .R.

d) Zerlegen Sie 3, 5 und 7 in Primfaktoren in -R.

(8 Punkte)

Aufgabe 3:

Gegeben sei der Zerfällungskörper K des polynoms XB _ 7 € e[X].

O a) Bestimmen Sie den Grad und die Galois-Gruppe G der Körpererweiterung K : e.
b) Bestimmen Sie alle Untergruppen von G und die dazugehörigen Zwischenkörper

(7 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei G eine ni,cht abelsche Gruppe der Ordnung 231.

a) Für welche Primzahl p sind die pSylowgruppen in G keine Normalteiler?

b) Sei p die Primzahl aus Teilaufgabe a und sei ,S eine p-Sylowgruppe. Bestimmen Sie den Iso-
morphietyp des Normalisators l/(^9) : {g e G I gtg-, €,S für alle s.€ S} von S in G.

c) Können Sie G mit Hilfe der Teilaufgaben a und b als semidirektes Produkt zyklischer Gruppen
schreiben?

(8 Punkte)

-3-
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar. Begründen Sie alle Antworten und
versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

Sei X - X1UX2 eine endliche Menge, die disjunkte Vereinigung zweier n-elementiger Mengen X1
und Xz ist, (n > 2). Sei S(X) = Szn die Menge aller Permutationen von X (d.h. aller bijektiven
Abbildungen o: X --+ X). Die Untermenge G c S(X) sei wie folgt definiert:

G :: {o € S(X) : o(X1): Xr oder o(Xr) : Xz}.

a) Zeigen Sie, dass G eine Untergruppe von S(X) ist.

b) Sei I : G ---, {+1} definiert durch

p@): {r  .  
fa l ls .o(X1) :  x! '

|. -1 sonst.

Zeigen Sie, dass tp ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus ist und Ker(p) isomorph zu
S" x ^9" ist.

c) Ist G ein Normalteiler von S(X) ?

d) Für welche n ist die Gruppe G auflösbar?

(8 Punkte)

O Aufsabe 2:
Sei K ein Integritätsring, der einen Körper k enthält. Die Dimension von K über k sei endlich.

a) Beweisen Sie, dass K selbst ein Körper ist.

b) Sei r * 0 ein Element von K über k mit Minimaipolynom

f(x) : x" + atxn-r +' " + an-rx * an € klxl.

Drücken Sie g :: If r aLs ein Polynom in r aus und besti'mmen Sie das Minimalpolynom von

a.

(7 Punkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabp 3:

a) Beweisen Sie, dass das Polynom

F(x) : x4 +2xs + x2 + 2x+ 1 € aFl

irreduzibel ist.

Hinweis: Betrachten Sie das Polvnom modulo 3.

b) Sei
K:: Atxl/(r(x))

und d € K eine Nullstelle von F(X). Beweisen Sie: Es gibt einen Automorphismus o ; K -+ K
mit

1

o(ü):  i .
c) Sei Ko C K der Fixkörper von o. Zeigen Sie, dass Ko über Q von

^1
A::ü*,

erzeugt wird und besbimmen Sie das Minimalpolynom von o über Q.

d) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von d über Ke.

(8 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei R der Ring
R::  Zl99Z.

a) Bestimmen Sie alle Ideale von .R. Welche davon sind Primideale?

b) Zeigen Sie: Es gibt surjektive Ringhomomorphismen von R auf IF3 und IF11, aber keinen von
R auf IFe.

c) Für eine ganze ZahI k ) 1 sei
Gp::  { r  e R: zk :  1} .

Zeigen Sie, dass Gp eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe R* der invertierbaren Ele-
mente von R ist und bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von Gr in Abhängigkeit von
k.

(7 Punkte)

-5-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar. Begründen Sie alle Antworten und
versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

a) Seienp und q natürlicheZahlen.Zeigen Sie: Es gibt nur endlich viele rationale Zahlen * mit
r,A Qlrl, die die Ungleichung lfi - ;l . fi erfrillen

b) Geben Sie eine Lösung (r,y) e htr2 der Gleichung 12 -73y2: -1 an.

c) Wie erhält man aus einer Lösung in b) eine Einheit im Ring Zt/L3l?

d) Zeigen Sie, dass es unendlich viele rationale Zahlen f mit r,U € N gibt, die die Ungleichung

lJß -tl.# erfüllen.

(8 Punkte)

Aufgabe 2:

Es seien p und q Primzahlen mit p < q.

a) Zeigen Sie mit den Sylowschen Aussagen, dass im Fall q I 1 mod p jede Gruppe der Ordnung
pq zyklisch ist.

b) Geben Sie im Falle q : 1 mod p mit Hiife des semidirekten Produktes eine nichtabelsche
Gruppe der Ordnung pq an.

(7 Punkte)

a 
Aufgabe 3:

- Seien rn, n quadratfreie ganze Zahlen. Zeigen Sie: Sind die Körpererweiterungen Q(/rr, ) und
A(/" ) isomorph, dann ist m: n. (7 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei p Primzahl, K der Primkörper mit p Elementen und rn eine natürliche Zahl. Zeigen Sie: Jedes
I(reisteilungspolynom ö- € KlXl mit p { rn ist Produkt von irreduziblen Polynomen gleichen
Grades k, wobei k der kleinste Teiler von g(m) ist, so dass rn I pr - t. (8 Punkte)
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t

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung:
Begründen Sie alie Antworten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

Es sei G endliche Gruppe mit 2007 Eiementen.
Zeigen Sie:

a) Die Gruppe G besitzt eine normaie 223-Sylow-Gruppe .lü.

b) Die Operation von G auf lü durch Konjugation induziert eine Operation der Faktorgruppe
G lN a.ulf.lü und G/,n{ enthält eine Untergruppe 11 der Ordnung drei, die trivial auf ,^[ operiert.

c) Folgern Sie, dass die Gruppe G einen abelschen Normalteiler der Ordnung 669 enthält.
(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Betrachten Sie den endlichen Körper IFb mit fünf Elementen, das Polynom

/(X):  X3+x+1€ r 'b[X] unddenQuot ientenr ing K:F's[X]/( / (X)) .Weiterbezeichne a
die Restklasse von X modulo (/(X)).

a) Zeigen Sie, dass K ein Körper mit 125 Eiementen und dass (7,a,a2) eine 1F5 -Basis von K ist.

b) Bestimmen Sie die Matrix M e GLe(lF5), die den Frobenius-Automorphismus F : K -- K,
fr t--+ 15, bezüglich der Basis (L, a, a2) darstellt.

c) Bestimmen Sie eine Basis für den Eigenraum von F zum Eigenwert 1.
(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Bestimmen Sie einen Zerfällungskörper tr fiir das Polynom

f  (x): (x, -  3)(x'+ 5) e Qlxl

und den Isomorphietyp der Galois-Gr-uppe Gal(I/Q). (6 Punkte)

Aufgabe 4:

Zeigen Sie:

a) Ist ß ein Hauptidealring, so ist jedes vom Nullideal verschiedene Primideal in A ein maximales
Ideal.

b) Ist .B ein Integritätsring und der Polynomring R[X] ein Hauptidealring, so ist R ein Körper.
(6 Punkte)

a

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5:

a) Prüfen Sie jeweils, ob die alternierende Gruppe Aa ein. Element der Ordnung 6 oder eine
untergruppe der ordnung 6 enthilt (Antwort mit Begründung).

b) Geben Sie das kleinste n ani so dass Ä,, eine Untergruppe der Ordnung 6 enthält und das
kleinste n, so dass An ein Element der Ordnung 6 enthäJt.

(6 Punkte)

o

o

-  4-
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung:
Begründen Sie alle Antworten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

Betrachten Sie die folgenden vier nicht abelschen Gruppen der Ordnung 24:

St, Dn, D6 X 22, Ss x 22 x Zz.

Dabei ist ,9,' die symmetrische Gruppe arf. n Elementen , Dn die Diedergruppe mit 2n Elementen
und Z2 die zyklische Gruppe der Ordnung 2.

a a) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente der Ordnung 2 in allen vier Gruppen.

b) Bestimmen Sie (mit Begründung), welche der vier Gruppen zueinander isomorph sind (und
welche nicht).

(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Es wird der Unterring ,B :: Z li,J4: {o * lbf Zla,b e Z} von C betrachtet.
Mit 9 : R ---+ Ns, a * i'bt/2 r---- a2 +2b2 als euklidischer F\rnktion ist R ein euklidischer Ring (darf
benutzt werden).

a) Welche der Zahlen 2,,3,5,7, 11 sind Primelemente in R?

b) Bestimmen Sie einen größten gemeinsamen Teiler von 6 und 4 + iA in R.
(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei R [X] der Polynomring über einem faktoriellen Ring R. Beweisen Sie das sogenannte Gauß'sche
Lemma:
Seien 0 + f, g € R[X]. Sind / und g primitiv, so auch ihr Produkt /9.
(Ein Polynom f I 0 heißt primitiv, wenn seine Koeffizienten teilerfremd sind.) (6 punkte)

Aufgabe 4:

Bestimmen Sie eine Q-Basis des Erweiterungskörpers K :: Q(/t,./g) ,rott Q und stellen Sie r-i
für r : r - \/, + \/3 als Linearkombination dieser Basis dar. (6 punkte)

Aufgabe 5:

Wie viele Zwischenkörper hat der Zerfällungskörper von / : X3 - JX2 * b über e?
Was sind die Grade dieser Körper über Q und welche dieser Körper sind galoissch über Q (Anr
worten mit Begründung). (6 punkte)

-5-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alie Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung:
Begründen Sie alle Antworten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

Sei K : {0,1} der Körper mit zwei Elementen, und E sei ein Erweiterungskörper von K mit

lDl :28 Elementen'
Wie viele über K primitive Eiemente besitzt E? (Das sind Elemente c € E mit E : K(a).)

Begründen Sie Ihre Antwort. (6 Punkte)

O .nurgaoe Z:

Sei  K wie in Aufgabe l  und es sei  f  :1.+X+ X2 +X3+ X4 e KlXl .

a) Beweisen Sie, dass / irreduzibel in K [X] ist.

b) Sei (/) das von / erzeugte Ideal in K lxl.Es sei E der Erweiterungskörper E :: K lxl lU)
von K und es sei r das Eiement ix :: X + (f) e E
Bestimmen Sie die Ordnung von r in der multiplikativen Gruppe E* von E. (6 punkte)

Aufgabe 3:

Es sei G:--2) eine multiplikativ geschriebene zyklische Gruppe der Ordnung 63 (mit z als einem
erzeugenden Element).

a) Bestimmen Sie (explizit) zwei nicht triviale Untergruppen G1 und Gz von G, so dass G das

direkte Produkt von Gr und G2 ist.

b) Bestimmen Sie die Ordnung des Elementes zas € G' 
, (6 punkte)

Aufgabe 4:

Seien G und z wle in der Aufgabe 3.

a) Bestimmen Sie einen endlichen sowie einen unendlichen Körper K, dessen multiplikative Grup-
pe K* eine zu G isomorphe Untergruppe enthält.

b) Sei K einKörper und G eine Untergruppe von K*. Zeigen Sie, dass tlSr zi :0.
(6 Punkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5:

Gegeben sei das Polynom f :: Xa - 3 € AtX]'

a) Beweisen Sie: I ,: Q(VS, i) ist Zerfällungskörper von /'

b) Bestimmen Sie den Grad der Körpererweiterung 
'/Q'

"j 
e**"ir"n sie: o r: {5* i ist ein primitives Element von tr über Q.

(6 Punkte)

t

o
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung:
Begründen Sie alle Antworten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Für jede natürliche Zahl n i"1 42n+1 a 3n+2 ganzzahlig durch 13 teilbar.

b) Sind rn und n je Summe von zwei Quadraten garrzer ZahIen, so ist auch ihr Produkt rnn
Summe von zwei Quadraten garrzer Zahlen.

I c) Sind rn und rz je Summe von drei Quadraten ganzer Zahien, so ist auch ihr Produkt rnn
Summe von drei Quadraten ganzer Zah\en.

(Beachten Sie, dass auch 0 Quadrat einer ganzen Zahl ist.) (6 Punkte)

Aufgabe 2:

Zeigen Sie, dass für eine endliche Gruppe G I {") folgende beiden Aussagen äquivaient sind:

a) G ist zyklisch von Primzahlpotenzordnung.

b) G besitzt genau eine maximale untergruppe, 
(6 punkte)

Aufgabe 3:

Sei A ein Integritätsring, und M bezeichne die Vereinigung aller maximalen Ideale in Ä. Zeigen
Sie, dass für die Einheitengruppe R* von ,R gilt:

R* : R\M.

(6 Punkte)

Aufgabe 4:

Beweisen oder widerlegen Sie:
Sind IIK :und MIL Galoiserweiterungen, beide vom Grade 2, und ist MIK galoissch, so ist die
Galoisgruppe von MIK isomorph zur Gruppe Z2 x 22. (6 punkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5:

Sei o € C eine Nullstelle des Polynoms /(X) : X3 -3X + 1€ a[X].
Beweisen Sie:

a) f  (x) l f  (x '-2).
b) Die Körpererweiterung Q(o) lQ ist galoissch.

c) Die Galoisgruppe von Q(cr) lQ ist zyklisch von der Ordnung 3.
(6 Punkte)

t

-4-
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I

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung:
Begründen Sie alle Antworten und versehen Sie Rechnungen mit einem kurzen Text.

Aufgabe 1:

Sei G eine endliche Gruppe und 1 1e€ N die kleinste Zahl, so dassg": l ist für alle g eG.
Zeigen Sie, dass e ein Teiler der Ordnung lcl von G ist und dass jede Primzahl p, welche lGl teilt,
auch e teilt. Geben Sie eine Gruppe G an, für die e < lGl gilt. (6 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei G eine endliche Gruppe und g € G ein Element der Ordnung l(g) l: p', p eine Primzahl,
r2r.
Zeigen Sie, dass die Anzahl der Elemente der Ordnung p' in G ein Vielfaches von p'-r(p - 1) ist.
Geben Sie eine Gruppe mit lGl : t2 an, die 6 Elemente der Ordnung 4 enthält. (6 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei K ein Körper und K[X, Y] der Pol;rnomring über K in den zwei Variablen X, Y. Sei 1 das
von X3, Y3, X2Y2 erzeugte Ideal. Bestimmen Sie dimTr(/(lX,YllI).
Es bezeichne ,9 den Ring K[X,YllL Zeigen Sie, dass ̂ 9 genau ein echtes
Bestimmen Sie dimr(- (S/J).

Aufgabe 4:

Sei lF'n ein endlicher Körper mit q Elementen. Sei p irgendeine Primzahl. Bestimmen Sie die Anzahl
der irreduziblen Polynome vom Grade p2 über IFo. (6 Punkte)

Aufgabe 5:

Sei ,L lK eine galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe G. Sei lGl : 85. Zeigen Sie, dass .L
Teiikörper vom Grade 5 und vom Grade 17 über K enthäit, die normal über K sind. (6 Punkte)

Primideal J enthält.
(6 Punkte)

-5-
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Thema Nr. 3
(AufgabengruPPe)

Es sind alle Aufgaben dieser AufgabengTuPpe zu bearbeiten!

Vorbemerkung:
Begründen sie alle Antworten und versehen sie Rechnungen mit einem kurzen Text'

Aufgabe 1:

Sei p eine primzahl. Man gebe eine nicht kommutative Gruppe der ordnung ps an' (6 Punkte)

Aufgabe 2:

Fürwelchenatür l ichenZahlenn}2istrzeinTei lervon
I  ( rz -  1) !  :1 '2 ("  -  2)  '  ( rz -  1)?

Aufgabe 3:

Esseioa(X)ev' |X]dasd-teKreistei lungspolynom.Ferner
Zeigen Sie:
Ist P Primzahl mit P I n, so gilt

selen

(6 Punkte)

n2l undz ganlze Zahlen.

pta*Q)* 
{

zn = L modP

und
zd + Imodpfür alle d I n,l 3 d < n

I

Aufgabe 4:

Sei /(X) € Q[X] ein separables Polvnom der Form f (X) :

n r"i der Graä von h. Man zeige, dass die Galoisgruppe von /

UJ"rgruppe der symmetrischen Gruppe S2,' ist'

Aufgabe 5:

Sei IF.n ein endlicher Körper mit q Elementen. Beweisen sie:

Jede Abbitdung JFn * Fc läi,sst sich als porynomiare Abbildung r *' /(r) für ein Polynom / e IFn[x]

vom Grade höchstens g - 1 darstellen' (6 Punkte)

(6 Punkte)

h(X') für ein tr,(x) € Q[X]. Sei

über Q isomorPh zu einer echten
(6 Punkte)
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Thema Nr. 1
(AufgabengruPPe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:
(4 Punkte)

Bestimmen Sie alle Zwischenkörper Q c K CA('Vß)

Aufgabe 2:

zeigensie, dass d.ie spnmetrische Gruppe vom Grad 4 mindestens 24 Untergruppen besitzt'
(6 Punkte)

Aufgabe 3:

sei E ein endricher Körper mit g Elementen. Bestimmen sie aile möglichen Minimalpoiynome

der Elemente von ,E über dem Primkörper F von -E ' 
(6 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei E ein endlicher Körper mit 81 Elementen'

a)WievieleUntergluppenbesi tztdiemult ip l ikat iveGruppeE*?

b) Sei F PrimkörPer von E '
Wie viele Eleminte z € E mit E: F(z) gibt es? 

(6 punkte)

Aufgabe 5:

a) Bestimmen Sie die Anzahl der Zahlen o € N 
' 

so dass:

L3a<42

12=amod42 fürein r€Z'

b) welche Einheiten des Rings z,l42z kommen als quad'ratische Reste vor?
(6 Punkte)

a
- rJ-
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T_emaNL2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Sei Sym," die Gruppe der Permuationen der Menge
Sym,, lasse eine Teilmenge A c M der Mächtigkeit
lsy*, ,cl > (;) .

Aufgabe 4:
sei a e z beliebig. zeigen sie: Es gibt unendlich viele ganze b e z, so
f (X) : X3 * aX + ä € e[X] irreduzibel isr.

M :  { I ,2, . . . ,n}  .  Die Untergruppe G von
k mit  LSkSn-- 1 invar iant .  ZeigenSie:

(6 Punkte)

dass das Polynom
(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei lF2 der Körper mit zwei Elementen, und V : FT für eine natürliche Zahl n ) I. Für
jedes Polynom f(X,, ,x2, . . . ,xn) € IF-2[x1,  Xz,. . . ,xn]  sei  7 die Abbi ldung v - .  IF2, die
(or,or, . . . ,an) e V a:uf  f  (or ,or , . . . ,an) abbi ldet .

u)  
Iü:  !  =-(ot ,a2t . . . ,an) €V setze fu ' :  l l l r (Xu *at+ 1) .  Zeigen Sie:  7,@): t ,  und
f "(r) :0 

für  a l le u t 'w e V .

b) Zeigen sie: Zu jeder Abbiidung g:v --+ lF2 gibt es ein polynom / e IF2[X', x2,...,x,] mitt --i

Q: T .

(6 Punkte)

Aufgabe 3:
a) Bestimmen Sie die Automorphismengruppe der additiven Gruppe des Körpers der rationalen

Zahlen Q.

b) Geben Sie einen Körper K an,für den die Automorphismengruppe seiner additiven Gruppe
nicht kommutativ ist' 

1o eorrt t.;



Frühjahr 2008 Einzelprüfungsnummer: 63911 Seite: 4

Thema Nr, 3

(AufgabengruPPe)

EssindalleAufgabendieserAufgabengruppezubearbeiten!

Aufgabe 1:

sei  G eineendl icheGruppeund I /  C Geineuntergruppe'  sei  r€ x: :GlH undsei  a*u c x

eine Teilmenge. Zelgen Sie, dass die Anzahl

l {seGlgu)"} l

unabhängig von r ist. 
(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Ist G eine abelsche Gruppe, dann sei tor(G) ,: {g € G I es gibt ein 1 s n' € b{ mit n9 - 0} '

Zeigen Sie:

a) tor(G) ist eine Untergruppe von G und tor(G/tor(G)) : {0}'

b) Ist G : Gtx .. .  x G" ein Produkt von abelschen Gruppen Gi Q€ If ' I ,1 3i <r), so gi i t

tor(G) : tor(Gr) x " '  x tor(G")'  
(6 punkre)

Aufgabe 3:

sei K ein Körper und Kf ein Zerfäilungskörper eines Polynoms /(x) -IX 
- ot) '' ' '; (x - a") €

Klx lmit  o;  e Kr .Sei  -86 :  K(. , r , ' ] ' ,oo),  k I  n '  Z" igtnSi" '  dass lE1' :  KIS Ch- ^,(6 Punkte)

a
- Aufgabe 4:

Sei r.,/5 e n und t''/E e C',i2 :

KomPositum von .L und K in C '

- i  und r  : :  Q( l /5) ,K ' -  Q(zrß) '  Sei  E :  L 'K das

a) Zeigen sie, dass E/e galoissch ist und bestimmen sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe

G von E über Q.

b) Bestimmen Sie alle Untergruppen U von G '

c) Ist U eine Untergruppe y9" q_ _so 
sei Eu der zugehörige Fixkörper' Finden Sie für jedes

ucGein gecmrtDu:Q(B) 
(6punkte)
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Thema Nr. I
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Sei p eine Primzairl und Wp: ZlpZ der Körper mit p Elementen und multiplikativer Gruppe
Tkr**p'

a) Sei p > 2 . Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivaient sind:

i) -1 ist ein Quadrat in IFo

ii) Das Polynom X2 * t hat eine Nullstelle in IFo .

iii) In F'| gibt es ein Element der Ordnung 4.

7 i")  p=l  mod4.

b) Sei p > 3 . Zeigen Sie, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

i) -3 ist ein Quadrat in Fo

ii) Das Polynom X2 + X + t hat eine Nullstelle in IFo '

iii) In tri gibt es ein Element der Ordnung 3.

i r r )  p=L mod3.

(7 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei G eine endliche Gruppe.

a) Sei Z(G) d,as Zentrum von G. Zeigen Sie: Ist GIZ(G) zyklisch, so ist G abelsch.

b) Es operiere G transitiv auf einer Menge M :rrrit lMl > 2. Zeigen Sie, dass es ein g € G gibt

miI  gmlmfiral leme M.

(7 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei P(Z) :: Ta + 1 € Zlfl .

a) Zerlegen Sie P im Ring R [7] in irreduzible Faktoren.

b) Sei o € C eine \A/urzel von P . Zeigen Sie, dass Q(a) eine abelsche Galois-Erweiterung von

Q ist und geben Sie den Isomorphie-Typ ihrer Galoisgruppe an'

c)  GebenSieal leTei lkörper EcQ(o) mit  [E'Q] :2 expl iz i t  a ls E:Q(B) an.

(8 Punkte)

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 4:

Sei p eine Primzahl und sei IF,[X]
p Elementen.

der Ring der Polynome mit Koeffizienten im Körper IFe mit

a) Sei r : FrlXl --* IF',[X] der durch X r----+ X + L gegebene Ringisomorphismus.
dass r die Ordnung p hat und dass jedes nicht konstante r-invariante Polynom
mindestens den Grad p hat.

b) Zeigen Sie, dass Xp - X - I € Fe[X] irreduzibel ist (etwa durch Operation von
Primfaktorzerlegung von Xp - X - 1) .

Zeigen Sie,
aus IF'[X]

r auf einer

(8 Punkte)

o

o

-4-
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alie Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

Sei  Sn dieGruppederPermutat ionenvon nlL Elementen.Fürwelche I< j  €htr  g ibtes
Elemente der Ordnung j in ,S" und n € {3,4,5,6,7}?

(6 Punkte)

Aufgabe 2:

Sei G die abelsche Gruppe V,lgV, xZl35Z xV,l49Z. Der Gruppenhomomorphismus p : Z ----- G
sei für n € Z durch p(n) : (n mod 9, n mod 35, n mod 49) gegeben.

Geben Sie eine zyklische Gruppe H an und einen Gruppenhomomorphismus ,h , G -----r // , so
dass T/ einen Isomorphismus G/im(g) -:'11 induziert (hier: i*(p) : Bild von rp) .

(6 Punkte)

Aufgabe 3:

Sei I/Q eine galoissche Erweiterung vom Grad 3. Sei a € L und ,L: Q(a) . Zeigen Sie:

a) Es ist o Nullstel le eines Polynoms f"(X): X3 *aXz *br* c € Q[X] , für das bt '  a2l3
gilt.

b) Ist 0 e C eine Nullstelle von /"(X), so gilt 0 e R..

(6 Punkte)

Aufgabe 4:

Sei /(X) : X5 - X - fr e a[x1 . Zeigen Sie:

a) f (X) ist irreduzibel in AIXI .

b) /(X) hat genau drei reelle Nuilstellen

c) Die Galoisgruppe eines Zerfällungskörpers von /(X) über Q besitzt eine Einbettung in die
Gruppe .9s der Permutationen von 5 Elementen und enthält dann eine tansposition.

(6 Punkte)

a

-5-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Aufgabe 1:

R sei ein endlicher kommutativer Ring. Beweisen oder widerlegen Sie:

a) r € R ist genau dann eine Einheit, wenn es eine positive gatze ZahI n gibt mit rn : I .

b) r € ,R ist genau dann ein Nullteiler, wenn es eine positive ganze ZahI n gibt mit rn : 0 .

(4 Punkte)
Aufgabe 2:

G seieineGruppe, n € IN, und P, bezeichnedievonderMenge {g";g € G} erzeugteUntergruppe
in G. ZeigenSie:

a) P^ ist ein Normalteiler in G.

b) Für jeden Normalteiler l/ in G gilt: Es ist Pn C N genau dann, wenn An : 1 fiir alle
Nebenklassen E € G/,n/ ist.

c) Die Kommutatorgruppe G' von G ist Untergruppe von P2.

(6 Punkte)
Aufgabe 3:

G bezeichne eine Gruppe der Ordnung p2q, wobei p und q Primzahlen mit p < q sind. Zeigen
Sie:

a) Ist G einfach, so folgt rnit dern Satz von Sylow: q: p * L .

b) G ist nicht einfach.

O c) Frage: Ist G auch dann nicht einfach, wenn p: q is|?

(8 Punkte)
Aufgabe 4:

p sei eine Primzahl, a r: {,  € R und q:: e2"i/n €C.

a) Zeigen Sie, dass der Grad von o über Q gleich p ist, und geben Sie das Minimalpolynom
P von a. über Q an.

b) Zeigen Sie, dass | :: Q[4, (] der Zerfällungskörper von P ist. Geben Sie den Grad von (
über Q an und beweisen Sie:

[ r 'Q] :p(p-1) .

c) Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe der Erweiterung ,L I Q isomorph ist zur Gruppe der bijektiven
Abbildungen

7-o,6 : Fo --* IFp, r",b(r) :: ar * b (a e ['i, b e F'o)

des Körpers iFo .

(8 Punkte)


