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Erste Staatsprüfung für ein Lehramt an öffentlichen Schulen
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Anzahl der gestellten Themen (Aufgaben) : 3

Anzahl der Druckseiten dieser Vorlaee: ,5

o

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewertung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar

Aufgabe 1: (7 Punkte)

Weisen Sie für eine Prim zahr p die Aquivalenz folgender Aussagen nach:

i) /(X) : Xz + 2X * 2 ist irred.uzibel über dem Körper mit p3 Elementen

i i )  p=3 mod4

Fortsetzune nächste Seite!
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Aufgabe 2: (7 Punkie)

Untersuchen Sie, fär welche Primzahlen q mit q = 2 mod 3 jede Gruppe der Ordnung 39

zyklisch ist.

Aufgabe 3: (6 Punkte)

Bestimmen Sie die Anzahl der Ideale, der Primideale, der Einheiten, der Nullteiier und

der nilpotenten Elemente im Ring Z 12000Z..

Aufgabe 4: (10 Punkte)

Beweisen Sie foigende Aussagen:

i) Die Körper Q6/4, wobei d die quadratfreien ganzen Zahlen ungleich 1 durchlaufe,

sind genau alle quadratischen Erweiterungskörper von Q.

ii) Sind dtr...,d,, paarweise teilerfremde, quadratfreie ganze Zahlen ungleich 1, so ist

Q(r/dr ,.  .  .  ,Jdn) eine über Q galoissche Erweiterung mit Galoisgruppe (Zl2Z)".

iii) Die Quadratwurzeln von endlich vieien paarweise verschiedenen Primzahien sind linear

unabhängig'über Q.

-3-
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewertung: Es sind insgesamt 30 punkte erreichbar

Aufgabe 1: (7 Punkte)

Man entscheide, für welche n : 213,4 die symmetrische Gruppe

normale Sylowuntergruppe besitzt.

er7 eine nichttriviale

Aufgabe 2: (7 Punkte)

Sei k ein Körper, X eine Unbestimmte über ,b und / € k[X] vom Gra.d n > 0.

u:: x + (/) in tclxllg).
a) Man zeige Jedes Eiement von k[u] : klxllj) lässt sich eindeutig in der Form

ao*atu+.. '+ en-run-t

mita.chschreiben.r rg u wz yu uvr!

b) Man zeige: k[u] besitzt genau dann nilpotente Eiemente f 0, wenn f : g'h in,t[X]

mit degg ) 0 gilt,

c) Sei speziell ,b : Q und / : X3 + 3X - 2. Man zeige,, dass fr[u] ein Körper ist und stelle

das Element

(22 + i ) - l

als Polynom vom Grad S 2 inu über Q dar.

Aufgabe 3: (8 Punkte)

a) Man bestimme ein primitives Element für die Körpererweiterung Q(.7t, V5)/A

b) Seien c und y Unbestimmte über dem Körper IFo von p Elementen. Man zeige: Die

Körpererweiterung Fu(r, y) lF p(*p,yr) besiizt kein primitives Element.

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 4: (B Punkte)

Es sei V ein Vektorraum mit der Basis {et,ez} über einem Körper /{ und -R die Menge der
y'f-l inearen Abbildungen f :V --+ T/ mit f ("r) - aet und /(e2) : get*yez mit a, g,^f € K.
Man zeige:

a) fi ist ein Ring und I/ besitzi als A-Modul einen von 0 und V verschiedenen Llntermo-
dui.

b) Die Menge End6(7) der Ä-linearen Abbildungen des R-Moduls Zin sich ist ein Körper.

o

a
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o

Thema Nr.3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewerrung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar

Aufgabe 1-: (7 Punkte).

Bestimmen Sie den Isomorphietyp der primen Restkiassengruppe nrodulo 360, r-rnd geben

Sie lrierin explizii ein Element n * 360V' maximaler Ordnung an.

Aufgabe 2: (7 Punkt,e)

Zeigen Sie, dass eine endliche Gruppe mit einem Normalteiler, dessen Ordnung gleich dem

kleinsten Primteiler ihrer Ordnung ist, ein nichttriviales Zentrum hat.

(Hinweis: Man betrachte die Operation der Gruppe auf dem Normalteiler durch Koryugation.)

Aufgabe 3: (7 Punkie)

Sei  { :  sf  .

a) Zeigen Sie, dass o : (+ {-t einer normierten quadratischen Gleichung mit Koeffi.zien-

tcn arrs V, oenig,gt.
-  o"--*Ö- '

b) Stetien Sie a-1 a1s Polynom in a dar und zeigen Sie 0 < a ( 1'

Aufgabe 4: (9 Punkte)

Sei p prim und f (r) : xP - a e Q["] irreduzibel. Zeigen 5i6. dass die Galoisgruppe von

/(u ) über Q isomorph ist zu der Gruppe der Transformationen des Primkörpers Iilo von

der Form A ä kA* I  mi i  k, l  eWo, k + 0.

O
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Bitte wenden!



Herbst 2000 Einzelprüfungsnummer: 6391 1 Seite: 2

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewertung: Es sind insgesamt 30 Punkte erceichbar.

Aufgabe 1: (8 Punkie)

Sei G eine Gruppe mit 2001 Elementen. Zeigen Sie:

a) Die p-Sylowgruppen von G sind für p = 23 und p = 29 normal.

b) Auch die 3-Sylowgruppe v'on G ist normal.

c) Die Gruppe G ist zykiisch.

Aufgabe 2: (8 Punkie)

Seien a,b,c positive natürliche ZahLen. Man zeige:

a) Das Polynom X" + yb ist im Polynomring C[X, y] durch kein Quadrat eines Prim-

poiynoms teiLbar.

b) Das Polynom X o +Yb a 7" ist irreduzibel in CIX,Y,Z).

Aufgabe 3: (7 Punkte)

Sei K: IF2zooo der Körper mit 22000 g]"*enten.

a) Wie viele Teilkörper besitzt K?

b) Wie viele erzeugend.e Elemente hat die Erweiierung Kl['2? [Hinweis: Die bei der Berech-

nung auftretenden Potenzen von.2.müssen nicht "ausgerechnet" werden.]

Aufgabe 4: (7 Punkte)

a) Man zeige, dass das Polynom ./ - xtntt - 2000 irreduzibel über e ist.

b) Man bestimme die Ordnung der Galoisgruppe von / über Q.
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Therna Nr. 2
(AufgabengruPPe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur PunlAbewertung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar-

Aufgabe 1: (7 Punkte)

Seien -I{ ein Körper mit 15625 Elementen und G seine Automorphismengruppe. Wie viele

und wie große Bahnen hat G in K?

Aufgabe 2: (7 Punkte)

Wie viele Elemente c mit der Eigenschaft t2 : r hat der Ring Z|ßAI\V,? Geben Sie

vier solche Elemente explizit an.

Aufgabe 3: (8 Punkte)

a) Sei p T 2 eine Primzahl. Zeigen Sie, dass der Körper IFo, mit p2 Elementen eine

primitive 8-te.Einheitswurzel enthält.

b) Zeigen Sie, dass das Polynom Xa * L über Q irreduzibel und über jedem endlichen

Körper reduzibel ist.

Aufgabe 4: (8 Punkte)

O Sei a € C eine Lösung der Gieichr:rg

oa +2q.3 *baz *4a* 1:0.

a) Seien B::2a3 *3cr2 *94*4 und 7:: a: B. Zeigen Sie, dass 0 das Minimalpolynom

X2 +1 und.y dals Minimaipolynom X2 +X + 1 über Q hat.

b) Zeigen Sie, dass Q(a) über Q galoisch ist, und bestimmen Sie die Galoisgruppe.

-4-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewertung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar.

Aufgabe 1: (7 Punkte)

a) Geben Sie die Definitionen der Begriffe "Normalteiler" und "auflösbare Gruppe" an.

b) Sei G eine Gruppe der Ordnung 100. Zeigen Sie:

(i) G ist auflösbar. (ii) Hat G einen Normalteiler der Ordnung 4, so ist G abelsch.

(Es darf verwendet w-erden, dass Gruppen der Ordnung p2 abelsch sind, wenn p eine

Primzahl ist.)

Aufgabe 2: (7 Punkte)

Sei P der Polynomring über Q in den Unbestimmten X,Y und Z und f : X." +Yb' Z' e P

mit positiven, teilerfremden, ganzen Zahlena, b, c.

Zeigen Sie:

a) Es gibt ganze Zahlen a, B und 7, so dass

2"" .  f (z-o .X, ,29 -Y,2,  .  Z):  Xo +zYb..  Z"

b) / ist in P irreduzibei.

O Aufgabe 3: (8 Punkte)

Sei,k ein endlicher Körper und I{lk eine aigebraische Körpererweiterung. / und g seien

irreduzible Polynome in /{[X] vom gleichen Grad. Zeiger- Sie,,dass die Körper :I{LXllff)

und /f lX]/(g) isomorph sind. (Anleitung: Nehmen Sie zunächst an, dass -I{ ebenfalls endlich

ist, und führen Sie den allgemeinen Fall daraC zurück.)

Aufgabe 4: (8 Punkte)

Sei n ) 2 eine garlze Zahl und p die Eulersche phi-Funktion.

a) Zeigen Sie, dass Qfcos Tlrceine Galoiserweiterung vom Grad tf;) tt.

b) Bestimmen Sie das neunte Kreisteilungspolynom über Q.
c) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von cos f; über Q.
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o

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewertung: Es stnd insgesamt,3l Punkte erreichbar.

Aufgabe 1 (7 P)

Bestimmen Sie alle Ttipel (a,b,c) paarweise verschiedener natürlicher
zahlen, derart, dass jede dieser drei Zahlen die Summe der beiden an-
deren teilt.

Aufgabe 2 (9 P)
Eine Gruppe heißt torsionsfref, wenn nur das neutrale Element end-
liche ordnung besitzt. Eine torsionsfreie abelsche Gruppe I 0 heißt
uom Rang 1, wenn es für je zwei Eiemente r, g dieser Gruppe ganze
Zahlen a,ö, nicht beide gleich 0, gibt derart, dass ar *by: O, z. b. ist
die additive Gruppe Q der rationalen zahlen torsionsfrei vom Rang 1.
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(1) Torsionsfreie abelsche Gruppen vom Rang 1 lassen sich in e
einbetten.

(2) Torsionsfreie lokal zykli,sche Gruppen, d. h. alle endlich erzeugten
Untergruppen sind zyklisch, lassen sich in e einbetten.

(3) Jede Untergruppe von Q ist lokal zyklisch.

Aufgabe 3 (6 P)
Für ein Element r eines assoziativen Ringes J? mit 1, das ein Rechtsin-
verses s in R besitzt, sind äquivalent:

(1) r hat mindestens zwei verschiedene Rechtsinverse in R:
(2) , ist ein Linksnullteiler in R:
(3) r hat kein Linksinverses in R.

Aufgabe 4 (9 P)
Bestimmen Sie alle Teilkörper eines Zerfällungskörpers .E des polynoms
("t - 3x + I)(r2 + 2) über Q und ein primiti*r El"*.nt von E / e.

-3-
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o

Frühjahr 2001

Thema Nr.2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punhbewertung: Es sind insgesamt 30 Punhe eneichbar.

AuJgabe--I :  (6 Punkte

sei  N die von Dl = (4,3,2,L),  n2 = (L '2 '3 '4)  und .3 = (- l r -L, '2,2)

erzeugte Untergruppe von n4. l lan schreibe die Gruppe n4/N aIs

Produkt zykLischer GruPPen-

NJgeb"_?: (  6 Punkte)

Sei  c eine Gruppe der Ordnung 63.

(  i )  lu lan zeige, dass G einen nicht t r iv ia len Normaltei ler  hat .

( I I )  Man konstruiere zwei 4icht  isomorphe nicht  abelsche Gruppen

der Ordnung 63 (als semidirektes Produkt)  .

Aufgabe_l :  (6 Punkte)

Sei  X/Q eine quadrat ische Erv"ei terung. Sei  Endr(K) der Ring

der Q-l inearen Abbi ldungen von K nach K. Man def in iereT:K-)  Endr(K)

durch T (a) (b)=ab, a,  b € K.

( i )  Man zergerdass T ein in jekt iver Ringhomomorphismus ist .

( i i )  Sei  Z (T (K) )  der Zentral isator von T (K) in End, (K) .  Man zetge,

dass z (T (K) )  =T (K) .

eufgaps_li (6 Punkte)

Sei  tn ein Körper mit  q Elementen und sei  n €l l  te i ler f remd zu

.q.  Sei  K ein ZerfäI lungskörper von Xn I  über IFq. l ' lan zeige

l r , r 'J  = minir<emln tei r t  qk - t l .'q

Aufgabe_!:  (6 Punkte)

Seien 52 respekt ive 53 die Gruppen der Permutat ionen von { t ,ZI

resp. {1,2,3}.  Man zeige, dass es eine Galoissche Erweiterung

R/A gibt  mit  'Garoisgruppe Gar (K/Q) = sZ x s l  -  4 -

o
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewertung: Es sinl insgesamt 30 Punkte eneichbar.

Aufgabe 1. (6 Punkte)
K/Q sei eine endliche Körpererweiterung vom Grad n. Zeigen Sie, dass es genau n verschiedene
Körpermonomorphismen von K nach C gibt und dass die Anzahl s derjenigen mit nicht-reellem
Bi ldgeradeist .Mitn:r*sweisenSier:0oders:0fürdenFal lnach,dassK/Qgaloissch
ist, und geben Sie Beispiele für beide Fälle.

Aufgabe2. (6 Punkte)
Zeigen Sie N6(N6(P)) : Nc(P) für eine p-Sylowuntergruppe P der endlichen Gruppe G.
(.lfc(U) ist der Normalisator der Untergruppe U von G.)

Aufgabe3. (6 Punkte)
Der Körper k habe Charakteristik p l0; K sei der Zerfällungskörper eines Polynoms aus ,t[c].
Zeigen Sie, dass der separable Absctrluss l{""uvon k in K der Z.erfällungskörper eines separablen
Polynoms aus k[r] ist.

Aufgabe4. (6 Punkte)
Sei k eine positive Zahl und sei .R := Mt@) der Ring der ganzzahligen fr x k-Matrizen. Zeigen Sie:
a) Für jede natürliche Zahl n, ) 0 ist n,R ein zweiseitiges Ideal in ,R.

a 
b) Jedes zweiseitige Ideal von .R ist von der in a) genannten Art.

Aufgabe 5. (6 Punkte)
Welches sind die Galoisgruppen der Polynome 13 - 3x* 3, 13 - I, 13 - 3o * 1 über e?
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Thema Nr. I
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punldbewertung: Es sind insgesaml 30 Punlae erreichbar.

Aufgabe 1 (9 Punkte)

Sei LIK eine galoissche Körpererweiterung mit einer zur alternierenden Gruppe la isomorphen Ga-
loisgruppe.

a) Bestimmen Sie flir jed.es n e N dieZahlz,derZwischenkörper ZvonLlKmitlZ: Kf : n.

e b) Wie viele Zwischenkörper Z von LIK gibtes, flir die ZlKeine Galoiserweiterung ist?

Begri.inden Sie Ihre Aussagen.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

Sei G eine freie abelsche Gruppe mit der Basis (Xt ..., Xn).

a) Zeigen Sie, dass jede Basis von G aus genau n Elementen besteht.

n

b) Seieny,:  I  z*Xo (z i r .Zt i ,k:1, . . . ,n)ElementeausGund A: l t , t f , ,*=r, . . . ,ndiezugehör ige
,t=l

Koeffizientenmatrix. Ferner sei ,I1die von )'1, ..., Yn erzeugte Untergruppe von G. Zeigen Sie: Ist
det A * 0, so besitzt GlH die Ordnung I det Al.

Aufgabe 3 (7 Punkte)

Im Polynomri ng NX, /] in den Unbestimm ten X, I über einem Körper K sei 1 das von X 4, Y 4, X 3 Y,
XY3 erzeugte Ideal und R :: NX, Yf/LFerner seien ( :: X* I, T t: Y + I die Restklassen vonXbzw. Y
in R.

a) Welche Dimension besitzt R als K-Vektorraum? Begründen Sie Ihre Aussage.

b) Welche Dimension besitzt der Sockel,S:: {,f e Rlef : ryf :0} von R als K-Vektorraum? Be-
grtinden Sie Ihre Aussage.

c) Bestimmen Sie alle Primideale von Ä.

o

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe a (8 Punkte)

Sei LIK eine Körpererweiterung. Eine K-lineare Abbildung d : L +I heißt Derivation von Z lK, wewr
für alle a, b e L die Produkfregel d(ab): ad(b) + bd(a) erfüllt ist. Zeigen Sie, dass für ein solches d
die folgenden Aussagen richtig sind:

a) d(a):0 für alle a e K.

b) Ist f e KLy,leinPolynomund a e L,so gilt d(f(a))= f'(a)damitderAbleitung f'vonf .

c) Z ::ker d :: .{a e L I d(a): 0} ist ein Zwischenkö rper von LlK.

d) Ist a e L separabel algebraisch über Z, so ist a e Z.

e) Ist I ein endlicher Körper und K sein Primkörper, so ist d die Nullabbildrurg.

-4-
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punhbewertung: Es sind insgesamt 3I Punfue erreichbar.

Aufgabe I (7 Punkte)

Für 3 < n sei Dn.die Diedergruppe der Ordnung 2n, es sei ̂ F/ die Quaternionengruppe der Ordnung 8,
und ̂ Sl sei die symmetrische Gruppe auf 3 Elementen.

a) Zeigen Sie: Die drei Gruppen Ds, Dq x %z und .F/ x %z sind paarweise nicht isomorph.

t b) Bestimmen Sie flir jede der drei Gruppen aus a) die Arzahl der zyklischen Untergruppen der Ord-
nung 4 und geben Sie jeweils die Menge dieser Untergruppen an.

c) ZeigenSie: Die Gruppen Do und $x%zsind isomorph.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Betrachtet sei folgendes System von zwei Kongruenzen in Q [X] ,

f  = X-1mod X2-I

f  = x* l  mod x2+x+l  .

Bestimmen Sie eine konkrete Lösung und die Menge aller Lösungen des Systems.

O 
Aufgabe 3 (6 Punkte)

Sei R ein (nicht notwendigerweise kommutativer) Ring mit l.

a) Sei a e R. Man beschreibe - mit Beweis - das Hauptideal (a), d.h. das kleinste beidseitige Ideal von
R, das a enthält.

b) Sei nwrI S R ein beidseitiges Ideal. Zeigensie die Aquivalenz folgender Aussagen:

aa) Filr alle beidseitigen Ideale ,A,B aus.R gilt: A,ß gX + A gX oder B e T .

bb)Füral lea,beRgi l t :  oRö9I 
-  

aeT odet beT.

cc) Ftir.alleLinksideale A,B aus R gilt: A-Bgl a AgX oder B 9X .

Fortsetzung nächste Seite!



Herbst 2001 Einzelprüfungsnummer: 639 1 I Seite: 5

Aufgabe 4 (6 Punkte)

a) Seip eine Primzahl. Man gebe - mit entsprechendem Beweis - eine komplexe Zahl z an, so dass
Q k) eine Galoiserweiterung über @ vom Gradep - 1 ist.

b) Man gebe - mit entsprechendem Beweis - eine komplexe Zahl zan, so dass Q (z) eine Galoiser-
weiterung vom Grade 500 über Q ist.

Aufgabe 5 (7 Punkte)

a) Bestimmen Si" alle irreduziblen Polynome2. und 3. Grades über IFz .

b) ZeigenSie: / : X6 + X + l,ist irreduzibel in lFr[X] .

It 
c) Sei K: IFz(a) ,wo aeine Nullstelle des / aus b) ist. Geben Sie alle KörperI mit IFz F L g K an,

indem Sie expliziteinz e Kmit L:F2(z) bestimmen.

-6-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punktbewertung: Es sind insgesamt 30 Punhe erreichbar.

Aufgabe I (6 Punkte)

a) Zeigensie: Es gibt keine ganzenZahlenx und y mit x2 + 3f :200I.

b) Bestimmen Sie die Isomorphieklassen der Gruppen der Ordmrng 2001.

Aufgabe 2 (6 Punkte)

a) G sei eine endliche abelsche Gruppe, p das Produkt aller Elemente von G.
Zeigen Sie:

^ _ lt falls G kein oder mehr als ein Element der Ordnun g2hat
P :1u 

sonst, wobei a dann das einzige Element der Ordnüng 2 von G ist.

b) Zeigen Sie für alle natürlichenZahlenn* 4: n teilt dieZahl((n - 1)!)2 + (n - 1)!

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Auf der Menge lD aller Polynome in x mit rationalen Koeffizienten seien die Operation "Addition" O

und "Multiplikation" O wie folgt definiert:

f  (x)  O g(x) = f  (x)  + g(x),

f (x)  O 9(x) =fr , ( t )g,(r)dr + f (0)g(0).
o

a) Zeigen Sie: Auch mit diesen Operationen ist D ein assoziativer Ring mit Einselelement.

b) Bestimmen Sie die idempotenten Elemente von lD, d.h. die Elemente mit f O f : f.

c) Geben Sie lD als direkte Summe von Teilringen an und beschreiben Sie einen der beiden Summan-
den.

Fortsetzung nächste Seite !
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Aufgabe a (6 Punkte)

Sei a = J;fi e R die positive Quadratwurzel von 2 +\li e ß,.

a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom f(x) von cr, über Q und den Grad lO f ol :A I . ,

b) Geben Sie alle Nullstellen von f(x) in o an. Ist Q (c) ein Zerfüllungskörper von f(x)?

Aufgabe 5 (6 Punkte)

a) Zeigen Sie: Es gibt kein Polynom P(x) e Z [x] so dass P(7):5, P(9) :4 gilt.

b) Zeigen Sie für 4 b l 3, a,b e Z:

O x(x-3)(x-a)(x-b)+l istineduzibelinZfxf.
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Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punlabewertung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar.

Aufgabe 1 (8 Punkte)

Sei K(r) der Körper der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten über einem Körper K, und sei

f e K(t)nicht konstant. Schreiben Sie f : 
+ 

(g, h eK[r], ggT(g , h) =!)'

Zeigen Sie:

a) Das Polynom h(n' f - SV) e KA ffi ist irreduzibel'

b) Genau dann ist K(f): K(t), weffi / von der Form

,_ at+b
L -  

r ,  a 
(a 'b '  c '  d e K'ad-bc# o) ist '

c) Die Automorphismengruppe von K(r) über K ist isomorph zur Restklassengruppe

GLQ.nr{(*  9)n*o}'  [ \u ^) '  )

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Sei O der algebraische Abschluss des Körpers V-lpV,und seien K und I endliche Teilkörper von Q mit

p, beziehungsweisep' Elementen. cr sei ein primitives Element von K nber ZlpZ' ZeigenSie die Aqui-

valenz der folgenden Aussagen:

a) r und s sind teilerfremd

b) Das Minimalpolynom von cr iberzlpz ist inIffi ineduzibel.

c)Kf i  L:ZlpZ.

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 3 (8 Punkte)

Sei a ein Element der Ordnun g d > | in der multiplikativen Gruppe des Körp ers Z/pZ und G die von

denAbbildungen p:ZlpZ+ZlpZ. (x r> ax)und a:VlpZ-+ZlpZ (x r-> x+ 1) erzeugleUntergrup-

pe der Permutationsgruppe vonV/pZ. Zeigen Sie:

a) G ist nicht abelsch.

b) Jedes g e G besitzt eine eindeutige Darstellung

g=/{&'  (0<r<d,0<s<p)

c) G ist auflösbar.

d) Es gibt eine nicht abelsche Gruppe der Ordnung 555.

Aufgabe 4 (7 Punkte)

Sei 1c ZIX) das von den Polynomen Xo +3X3 + X und Xt -9X3 + X' -3X +3 erzeugte Ideal.

a) Zeigen Sie, dass 3 e .Iist.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente von R::VlX]lL

c) ZeigenSie, dass R eine zu(Zl2Z)2 x (Zl3Z)?isomorphe Einheitengruppe hat.

-4-
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Thema Nr.2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zubearbeiten!

Hinweis zur Punhbewertung: Es sind insgesamt 30 Punhe erreichbar.

Aufgabe 1 (3 Punkte)

Sei /(X) =eqX +arXt +arX? +arX +ao einPolynom mitganzzahligenKoeffizienten. Seien alleai

ungerade. Man zeige, dass /(,1) ineduzibel über Q ist.

Aufgabe 2 (7 Punkte)

Seip einePrimzahl und sei.!odie Gruppe derPermutationenvon {1, 2,...,p}.

(i) Man 
-eebe 

die Anzahl der Elemente der Ordnungp in So an.

(ii) Sei P einep-Sylowuntergruppe von So. Man gebe die Anzahl der Elemente des Normalisators
N(P) von P in So an.

Aufgabe 3 (7 Punkte)

.Sei f e C eine primitive 7-te Einheitswurzel.

(i) Man bestimme abzw. /in Q (4 so, dass [Q (a) 
' 
Q] :2 und ta (p : Ql : 3 ist.

(ii) Man bestimme jeweils das Minimalpolynom von aund von B.

Aufgabe a (7 Punkte)

Sei Mat (2 x 2, S) der Ring der 2 x 2-Matizen mit Koeffizienten im Körper F3 = V/32

(i) Man zeige, dass es ein a e Mat (2 x 2), F3) gibt mit Ordnung 8 bezüglich der Multiplikation.

(ii) Man zeige, dass {0,1,a ,d2,...,d 
t} ein Körper ist mit den von Mat (2 x 2, &) induzierten Opera-

tionen.

Aufgabe 5 (6 Punkte)

Bestimmen Sie die Galoisgruppe über Q des Zerfiillungskörpers von rf,g : Xo + 6Xz + 2 e ZIX).

-5-
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Thema Nr.3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Hinweis zur Punldbewertung: Es sind insgesamt 30 Punlcte erreichbar.

Aufgabe I (8 Punkte)

sei -R 
: z [T\der Ring der formalen poterzreihen mit Koeffizienteninz.

a) Sei m c. R ein maximales Ideal in R. Zeigen Sie: m n Zist ein maximales ldea: in Z.

b) Bestimmen Sie die Gruppe der Einheiten R*.

c) Bestimmen Sie alie maximalen Ideale in R.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Sei G eine endiiche Gruppe und Uc G eine Untergruppe vom Index n. Durch die Wirkung von G auf
GIU witd ein Gruppenhomomorphismus rp : G -+ ^9, definiert (dies muss nicht gezeigt werden).

a) Zeigen Sie: ker (p)= U.

b) Seip der kleinste Primteiler von lGl und [G : 4 :p. zeigen sie: uist normal in G.

Aufgabe 3 (8 Punkte)

t Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von

f (x): *t + to + l4x3 -t l4x2 + 28x + 28

über den Polynomringen F2[x], F3[x] und Q[x]. Bestimmen Sie in diesen drei Fällen ieweils die Ord-
nung der Galoisgruppe von /.

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe   (a Punkte)

Beantworten Sie die folgenden Fragen und geben Sie jeweils eine kurze Begründung für Ihre Antwort:

a) Kann man ein regelmäißiges 19-Eck mitZirkelund Lineal konstruieren?

b) Ist -r2 4 x *l I = 0(mod 370368) lösbar?

c) Ist Z[x] ein Hauptidealring?

d) Seif(x) : xte + l9x + 57 e Q[x]. Ist die Restklasse rron 
"r8 

+ 2 inQ1xll(,f) invertierbar?

Aufgabe 5 (5 Punkle)

O Es seip eine Primzahl.

a) Zeigen Sie, dass die Menge aller 3 x 3-Matrizen.iiber Z

M: {(a ti)l a u e pZ falts i <j}

ein Ring (mit Einselement) ist.

b) Geben Sie drei Ideale lvon M anmit M / I =Zl pZ.
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Thema Nr. I
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufg3bengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es sind insgesamt 30 Punlae erreichbar. Begründen Sie alle Schlussweisen und Re-
chenschritte durch einen latrzen Text.

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei p erne Primzahl und G eine Gruppe der Ordnunr pn,n>2. C(il sei der Zentralisator eines
Elements g eG.Zeigen Sie:

lc(s) l> p.

o
Aufgabe 2 (7 Punkte)

SeienpeinePrinzahl ,  1<reNundb=p' .  Seienweiter Ader Faktor ing A:ZlbZundl*  d ie
Gruppe der Einheiten von A. Die Gruppe /* operiert auf. A mittels der Multiplikation
A*xA-> A, (a,x)-> a.x.

Bestimmen Sie die Bahnen dieser Operation, die Anzaht dieser Bahnen und ihre jeweilige Ordnung.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

a) Zerlegen Sie das Polynom f := X6 + 4Xa + 4X2 + 3 e Q[X] in irreduzible Faktoren.

a 
b) Bestimmen Sie den Zerfälhngskörper Zvon / über Q und [Z:Q].

Aufgabe 4 (7 Punkte)

K sei ein Körper, K[fl der Polynomring in einer Variablen lund I<IX,Y der Polynomring in den
Variablen X, Yüber K. Für zwei fest gewählte/, g eKfl sei

L:  {F e KlX,Yl lF(" f ,g) :0} .

a) Zeigensie, dass l ein Primideal von K[X,Y] ist.

b) Unter welcher Bedingung für/und g ist / ein maximales Ideal von K[X,Y]? Begründen Sie Ihre
Antwort!

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5 (7 Punkte)

zu feQ[x] sei G, dieGaloisgruppevon /über Q. Gebensie-mit Begründung- jeweilsein

Beispiel für ein f rrrrt folgender Eigenschaft an:

a) Gr =ZzxZt

b) Gr = S, (symmetrische Gruppe auf fünf Elementen) '

t

o

-4-
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Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es sind insgesamt 30 Punkte erreichbar. Begründen Sie alle Schlussweisen und Re-
chenschritte durch einen kurzen Text.

Aufgabe 1 (7 Punkte)

Geben Sie eine nattirliche Zahl n an, so dass n! im Dezimalsystem mit genau 2002Nullen
endet!

a
Aufgabe 2 (8 Punkte)

a) Zeigen Sie: Gruppen der Ordnung 2002haben einenNormalteilervom Index 2.
b) Zeigen Sie: Eine Gruppe der Ordnung 1001 istryklisch.
c) Zeigen Sie: Es gibt genau 8 Isomorphietypen von Gruppen der Ordnung 2002.

Aufgabe 3 (8 Punkte)

z€lgen Jle:

a) Ist ( - 
"riiloireine 

primit ive 2ll2-teEinheitswurzel in C, so ist e : 1+ € + ('eine Einhe itin Z[(].

Anleitung: Stellen Sie 1 : Cru-! als Summe von Potenzen von ( darl€ ( ' - r

O b) Es gibt keinen Integritätsring der Charakteristik Null, der genau zll2Einheiten besitzt.
c) Ist R ein Integritätsring mit genau 2002 Einheiten, so hat R die Charakteristik 2003 (ist

Primzahl!)
d) Geben Sie zwei nichtisomorphe Integritätsringe mit genau 2002 Einheiten an!

Aufgabe 4 (7 Punkte)

Ftir eine rationale ZaJi q e Q sei G" die Galoisgruppe des Polynoms

fo@) = x1 -2oo2x + q

über dem Körper Q der rationalen Zahlen. Zeigen Sie:

a) Für unendlich viele q e Q rsr lCrl = tZO.

b) Für unendlich viele q e Q fs/ lgl ein Teiler von24.

-5-
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Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!

Vorbemerkung: Es sind insgesamt 30 Punlde erreichbar. Begründen Sie alle Schlussweisen und Re-
chenschritte durch einen kurzen Text.

Aufgabe 1 (6 Punkte)

s sei p € lN eine Prirnzahl > 5 derart, d.ass auch q i: p-l-2 eine Prirnzah.l ist. wie z.B.
p: '77 und g:19.

a) s sei G eine Gruppe der Ordnung p2.g2. Bestim.rnen Sie die Anzahlen und. Ordnungen
der Sylow-tlntörgruppen won G.

b) Bestimrrrerr Sie a,lle Isonorphiet3rpen von Gruppen der Ordnung LO432g :3232 .

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Bestimmen Sie

a) atle Lösungen der Gleichung J(4 :81 im Körper Froz ;

b) alle natärlichen Zahlen n mit 1 S rz S 2003 und

#': 8l mod 2004 [es ist 2AO4: t6T .L2]

Aufgabe 3 (6 Punkte)

'W'elclee der folgerrden drei ldea,le in C [-:f, ]-]

fa-  ( . : ( -1-)  ,  fz:() f  +Y) ,  /s:(-X,I , )

sirrd Prirni<leale bz'w. soga.r rrraxirna.le fdeeüe?

Aufgabe 4 (7 Punkte)

Das PolY''iom 

f (x) : ga-f gx3 {- B
tra.be die Nrrllstelle o, e. Q -
a,) Zeigerr Sie, dass J iredr:.zibel über a iqt,

b) Zeigerr Sie, da.ss Q (o) die dritte Einlleits.rrrrzel

,- : -+ -r +,/=s
entb.äiJt-

c) Zeigerr Sie, da.ss Q (a) loicht norrrla,l über a isü-

d) Elestiro.rnen sie den Gra.d des zerfttllungskörpers vorc- f ilber A -

Fortsetzung nächste Seite!
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Aufgabe 5 (6 Punkte)

über dem Körper lF2 mit zwei Elementen seien die Polynome

p(x)=x3+x+1 und q(x):x3+ x2 +L

gegeben, Zeigen Sie: 
.;

a) p und g sind die.einzigen irleduziblen Polyaome in lFa[X] vosr Grad 3.

b) Ist Z der Zerfrilhurgskörper von p über IFz .und a € Z eine Nullstelle von p, $o sind ae
und a4 die beiden anderen Nullstellen von p

c) Z besteht genau aus den Eleurenten 0,1, den drei Nullstellen a, &,a4 von p und d.en
drei Nullstellen a3, d5r@6 votr q.r\ Z.

o


