Aufgabe HO5T2A2

Sei G eine endliche Gruppe. Zeigen Sie:

(a) Ist die Automorphismengruppe Aut(G) von G zyklisch, dann ist G abelsch.

(b) Ist |Aut(G)| = 2, dann ist G zyklisch von Ordnung 3, 4 oder 6.

Losung:

zu (a) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir jedes g € G die Konjugationsabbildung ¢, : G —
G, h + ghg™! einen Automorphismus von G definiert, und dass die Zuordnung ¢ : G — Aut(G)
einen Gruppenhomomorphismus ist. Der Kern von ¢ ist genau das Zentrum Z(G) von G: Fiir alle
g € G gilt ¢, = ¢(g) = idg genau dann, wenn ghg~' = c4(h) = h & gh = gh fiir alle h € G erfiillt
ist. Die Giiltigkeit von gh = hg fiir alle h € G ist #quivalent dazu, dass g im Zentrum Z(G) liegt.
Nach dem Homomorphiesatz induziert ¢ einen injektiven Homomorphismus ¢ : G/Z(G) — Aut(G). Die
Faktorgruppe G/Z(Q) ist also isomorph zu einer Untergruppe von Aut(G). Ist nun Aut(G) zyklisch, dann
gilt dasselbe fiir G/Z(G), denn die Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. Aus der Vorlesung
ist auflerdem bekannt, dass jede Gruppe G mit der Eigenschaft, dass G/Z(G) zyklisch ist, eine abelsche
Gruppe ist.

zu (b) Als Gruppe der Ordnung 2 ist Aut(G) zyklisch, und nach Teil (a) ist G damit jedenfalls eine
abelsche Gruppe. Als endliche, abelsche Gruppe ist G' isomorph zu einem Produkt C,,, X ... x Cp,, mit
r,mi,...,m, € IN, wobei wir m; > ... > m, > 2 voraussetzen kénnen und C,, jeweils die zyklische
Gruppe der Ordnung m bezeichnet. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass |Aut(Cy,)| = ¢(m) gilt, wobei
¢ die Eulersche ¢-Funktion bezeichnet. Ist «; € Aut(C;) fiir ¢ € {1,...,r}, dann ist

(917“‘797") = (al(gl)7'“7a’r‘(gr))
ein Automorphismus von Cy,, X ... X Cy, . Daraus folgt [Aut(G)| > [Ti_; ¢(m;).

Betrachten wir nun zunéchst den Fall, dass G nicht zyklisch, also » > 2 ist. Die Zahlen 1,2 sind die
einzigen Zahlen m € IN mit ¢(m) = 1. Gilt m,_1 > m, > 3, dann folgt ¢(m,_1), ¢(m,) > 2, und Aut(G)
wére mindestens vierelementig, im Widerspruch zur Voraussetzung. Es gibt also ein s € IN mit G = C§
oder G = C§ x Cs. Jeder Fa-Vektorraum-Automorphismus von F§ ist auch ein Automorphismus der
Gruppe (Cs, +). Dariiber hinaus erhalten wir fiir jeden solchen Automorphismus durch (g, h) — (a(g), h)

auch einen Automorphismus der Gruppe C5 x Cs. In beiden Féllen gilt also
Aw(@) = [GL(F)| > (2 — 1) - 2).

Dabei kommt die Abschiitzung der Ordnung von GL4(TF2) dadurch zu Stande, dass es fiir die Wahl der
ersten Spalte einer Matrix A € GLy(IF2) genau 2° — 1 und fiir die Wahl der zweiten Spalte genau 2° — 2
Moglichkeiten gibt. Fiir s > 2 wére bereits |Aut(G)| > 3 -2 = 6, so dass dieser Fall ausgeschlossen
werden kann. Im Fall G = Cy x C5 wire G isomoroph zu Cg (nach dem Chinesischen Restsatz, weil 2
und 3 teilerfremd sind) und damit zyklisch. Damit haben wir gezeigt, dass G unter der Voraussetzung

|Aut(G)| = 2 eine zyklische Gruppe sein muss.



Gehen wir nun davon aus, dass G zyklisch ist, also G = C,, fiir ein m € IN. Sei m = [[._, p{’
die Primfaktorzerlegung von m, mit verschiedenen Primzahlen pi,...,p, und e, ...,e, € IN. Dann gilt
|[Aut(Q)| = o(m) = [Ti—; ¢(pj"). Wire p; > 5 fiir eine der Primzahlen, dann wiirde |Aut(G)| > ¢(p;) > 4
folgen, was ausgeschlossen ist. Also kommen in der Primfaktorzerlegung nur die Primzahlen 2 und 3 vor,
d.h. es gilt m = 2°3 mit e, f € IN. Wegen ¢(2¢) = 27! und ¢(3/) =2-3/"' musse < 2und f <1
gelten. Damit bleiben fiir (e, f) nur die sechs Méglichkeiten (0,0), (1,0), (2,0), (0,1), (1,1), (2,1), fiir
m also nur die Moglichkeiten 1,2,4,3,6,12. Einsetzen zeigt, dass 3, 4 und 6 die einzigen Zahlen mit
©(m) = 2 sind. Also ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung 3, 4 oder 6.



