Aufgabe FO3T1A5

Sei p eine Primzahl und C), eine zyklische Gruppe der Ordnung p. Bestimmen Sie die Anzahl der Auto-

morphismen von Cp, x C}, x Cp.

Lésung:

Die Gruppe C,, ist isomorph zur additiven Gruppe (I, +), wobei I, den bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmten Koérper mit p Elementen bezeichnet. Folglich ist C}, x C, x C}, isomorph zur additiven
Gruppe (Ff’,, +) des F,-Vektorraums IFZ. Jeder IFp-Vektorraum-Automorphismus von IF;; ist nach Defi-
nition auch ein Automorphismus der Gruppe (Fg, +). Umgekehrt ist jeder Automorphismus von (IFi7 +)
ein IF),-Vektorraum-Automorphismus. Denn fiir alle v € ]Ff; und a € Z gilt av = av, wobei av die a-fache
Summe von v in I} und und @ das Bild von a in F} bezeichnet. Ist nun ¢ : F3 — I3 ein Automorphismus

der Gruppe (T3, +), dann gilt

plav) = ¢lav) = ap(v) = ad(v)

fiir alle @ € Z und v € V. Dies zeigt, dass ¢ nicht nur ein Gruppen-, sondern auch ein Vektorraum-
Automorphismus ist. Die Gruppe der IF),-Vektorraum-Automorphismen von Ff’, ist isomorph zu GL3(F,),

der Gruppe der invertierbaren 3 x 3-Matrizen iiber IF),. Insgesamt gilt also
Aut(Cp x Cp x Cp) = Aut(F), +) = GL3(F,).

Unsere Aufgabe besteht also darin, die invertierbaren 3x3-Matrizen zu z&hlen. Eine Matrix A € M(3,F,)
ist genau dann invertierbar, wenn die Spaltenvektoren vy, vo,v3 € IF;Q; von A eine (geordnete) Basis von
Fg bilden. Fiir die Wahl von v; gibt es p3 — 1 Moglichkeiten, denn jeder Vektor mit Ausnahme des
Nullvektors kann gew#hlt werden. Liegt v; fest, dann gibt es p? — p Moglichkeiten, den Vektor v, aus
F f; \ (v1) zu withlen. Fiir den Vektor vz bleiben schliellich noch p3 — p? Moglichkeiten, denn dies ist die
Anzahl der Vektoren in F3 \ ({v1,v2}). Insgesamt gibt es also

-0 -p@*-p*) = PP -1)E°-DE-1)

geordnete Basen von IFg, also ist dies auch die Anzahl der Automorphismen von C}, x C), x C,.



