Aufgabe H16T2A3 (2+343+3 Punkte)

Im Folgenden sei K der jeweils angegebene Korper. Entscheiden Sie jeweils, ob die Matrix A iiber K

diagonalisierbar ist, und begriinden Sie Ihre Antwort.
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(a) A=10 2 0| , K=C
0 0 2
0 1
(b) A= , K=R
-1 0
0 1
(C) A= N K= IF5
-1 0
t+1 1 . . .
(d) A= , K ist der rationale Funktionenkorper R(?).
t—1 2t-1
Lésung:

zu (a) Diese Matrix ist nicht diagonalisierbar. Denn das charakteristische Polynom von A ist gegeben
durch x4 = (z —2)?, und somit ist 2 ein Eigenwert der algebraischen Vielfachheit 3. Andererseits ist die
geometrische Vielfachheit des Eigenwerts 2 gleich der Anzahl der Jordankéstchen, und diese betriagt nur
2. Wire A diagonalisierbar, dann miissten geometrische und algebraische Vielfachheit jedes Eigenwerts

ibereinstimmen.

zu (b) Auch diese Matrix ist nicht diagonalisierbar. Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist

r —1 9
xXa = det = z*41.
1 =

Da 22 + 1 keine reelle Nullstelle besitzt, zerfillt y 4 iiber R nicht in Linearfaktoren. Dies ist aber eine

gegeben durch

notwendige Bedingung fiir Diagonalisierbarkeit.

zu (c) Diese Matrix ist diagonalisierbar. Das charakteristische Polynom ist gegeben durch x4 = 22 +1 =
(z — 2)(z — 3), zerfilllt iiber F5 also in Linearfaktoren. Die beiden Eigenwerte von A sind 2 und 3. Da
jeder Eigenwert mindestens geometrische Vielfachheit 1 besitzt, und andererseits die geometrische nicht
grofler als die algebraische Vielfachheit sein kann, stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit

fiir beide Eigenwerte iiberein. Damit ist das Diagonalisierbarkeitskriterium fiir diese Matrix erfiillt.



zu (d) Auch diese Matrix ist diagonalisierbar. Thr charakteristisches Polynom ist gegeben durch

xa = det (m__(t(tfl)l) w_(;tl_l)> = (- ({t+D))(z—(2t—1)—(1—1t)-(-1)

= 22 —(t+Dz -2t —-Dx+{t+1)2t—1)—t+1
= 22 -_Stx+22+2%—t—1—t+1 = 22— 3tx+ 262

Die Nullstellen dieses Polynoms im Kérper R(t) findet man zum Beispiel durch Bildung der quadratischen

Ergidnzung.
=3tz +2°=0 & 2?-3tz=-20 & 2*-3ta+(3t)P2=22-22 &
=30 =4r & @-3P-Gi=0
(z=3t—it)z-3t+3t)=0 & (@-2)(z—-t)=0 <« =ze{t2t}

Dies zeigt, dass t und 2t die beiden Eigenwerte von A sind. Wegen xa = (x — t)(z — 2t) zerfillt A
iiber R(t) in Linearfaktoren, und die algebraische Vielfachheit beider Eigenwerte ist gleich 1. Dasselbe
Argument wie in Teil (c) zeigt, dass algebraische und geometrische Vielfachheit beider Eigenwerte jeweils

iibereinstimmen. Also ist auch hier das Diagonalisierbarkeitskriterium erfiillt.



