§3. Systeme linearer Differenzialgleichungen

Definition (3.1)
Sei | C R ein offenes Intervall und A: | — .#, Rr eine stetige

Abbildung von / in den Raum der reellen n x n-Matrizen. Sei
b: I — R" eine weitere stetige Funktion. Dann nennt man

Y = ARy + b(x)

ein lineares System von Differentialgleichungen. Ist die Funktion b
konstant Null, dann spricht man von einem homogenen, sonst von
einem inhomogenen System.

Haufig betrachtet man auch C-wertige Systeme, mit

Al — Mye und b: ] —C".
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Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Sei K € {R, C}.

Satz (3.2)

Sei I C R ein offenes Intervall, a € | und ¢ € K". Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Ldsung ¢ : | — K" des Systems

Y = ARy + b(x)

mit ¢(a) = c.
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Satz (3.3)

Sei I C R ein nichtleeres offenes Intervall, A: | — ., k eine
stetige Abbildung und % die Menge aller Losungen von

y' = A(x)y auf dem Intervall /. Dann ist % ein n-dimensionaler
K-Vektorraum. Ist m € IN, dann sind fiir ein m-Tupel (¢1, ..., om)
von Losungen die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktionen 1, ..., o, sind linear unabhingig.
(ii) Es gibt ein a € I, so dass ¢1(a), ..., pm(a) in K" linear
unabhangig sind.

(iii) Far a € | sind die Vektoren ¢1(a), ..., om(a) in K" linear
unabhangig.

Ein Tupel (g1, ..., om) mit diesen Eigenschaften wird
Fundamentalsystem von Losungen genannt.
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Zusammenhang zwischen homogenen und inhomogenen
Losungen

Satz (3.4)

Sei y’ = A(x)y + b(x) eine inhomogene lineare DGL, . die Menge
ihrer Losungen und % der IK-Vektorraum der Lésungen von

y' = A(x)y. Ist g : | — K" eine spezielle Lésung des
inhomogenen Systems, dann gilt

L = Yo+ L.




Bestimmung einer inhomogenen Losung

Satz (3.5)

Sei y’ = A(x)y + b(x) ein inhomogenes lineares System von
Differentialgleichungen und ® ein Fundamentalsystem von
Losungen des zugehdrigen homogenen Systems. Dann erhdlt man
eine spezielle Losung des inhomogenen Systems durch

P(x) = S(x)u(x) mit u(x):/axd)(t)_lb(t) dt.
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Lineare DGLs hdherer Ordnung

Definition (3.6)
Sei | C R ein offenes Intervall, und seien ay : | - K fir 0 < k < n
und b : | — K stetige Funktionen. Dann ist

Yy 42, 1)y + Lt a(x)y +ax)y = b(x)

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Diese wird als
homogen bezeichnet, wenn b = 0 ist, ansonsten als inhomogen.




Der Losungsraum linearer DGLs hoherer Ordnung

Satz (3.7)

Gegeben sei eine lineare DGL n-ter Ordnung. Dann ist die
Losungsmenge %y der homogenen linearen DGL ein
n-dimensionaler IK-Vektorraum. Ein System (¢1, ..., ¥n) von
Losungen der homogenen DGL ist genau dann linear unabhangig,
wenn fiir ein (und damit fiir alle) x € / die sogenannte
Wronski-Determinante

p1(x) o pa(x)
() (%) _ :
W(x) = det : : ungleich Null ist.
A0 -

Man nennt (¢1, ..., ¢n) in diesem Fall ein Fundamentalsystem von
Losungen der homogenen linearen DGL.




Losung linearer DGLs mit konstanten Koeffizienten

Satz (3.8)
Sei A € M, ¢, eine C-wertige n x n-Matrix.

(i) Sei A € C und v € C". Die Funktion ¢ : R — C", t — e’v
ist genau dann eine Lésung des Systems y’ = Ay ungleich
null, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist.

(i) Ist (A1, ..., \r) ein Tupel komplexer Zahlen und (vi, ..., v,) ein
Tupel von Vektoren, wobei v; jeweils ein Eigenvektor zum
Eigenwert \; bezeichnet, so ist das Tupel (¢1, ..., ¢,) von
Funktionen ¢;(t) = e>‘ftvj- genau dann linear unabhingig,
wenn das Tupel (vi, ..., v,) linear unabhangig ist.

(i) Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die komplexen
Zahlen ); alle verschieden sind.
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