
Definition der Lipschitz-Bedingung

Definition (1.4)

Sei D ⊆ R×Rn und f : D → Rn eine Abbildung.

(i) Wir sagen, f genügt auf D einer Lipschitz-Bedingung, wenn
eine Konstante L ∈ R+ existiert, so dass

�f (x , y)− f (x , z)� ≤ L�y − z� für alle (x , y), (x , z) ∈ D

erfüllt ist.

(ii) Die Funktion f genügt auf D lokal einer Lipschitz-Bedingung,
wenn für jeden Punkt (x , y) ∈ D eine Umgebung U ⊆ D
existiert, so dass f |U auf U einer Lipschitz-Bedingung genügt.



Der Eindeutigkeitssatz

Satz (1.6)

Sei D ⊆ R×Rn und f : D → Rn eine Funktion, die lokal einer
Lipschitz-Bedingung genügt. Seien ϕ,ψ : I → Rn zwei Lösungen
des Systems von DGLs y � = f (x , y) auf einem offenen Intervall
I ⊆ R. Gilt ϕ(a) = ψ(a) für ein a ∈ I , dann folgt ϕ(x) = ψ(x) für
alle x ∈ I .









Der lokale Existenzsatz

Satz (1.9)

Sei D ⊆ R×Rn offen und f : D → Rn eine stetige Funktion, die
lokal einer Lipschitz-Bedingung genügt. Dann gibt es zu jedem
Punkt (a, b) ∈ D ein δ ∈ R+ und eine Lösung

ϕ : ]a− δ, a+ δ[ → Rn

des Systems y � = f (x , y) mit ϕ(a) = b.



Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelöf

Satz (1.10)

Sei D ⊆ R×Rn offen, f : D → Rn eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung genügt, und (a, b) ∈ D. Dann gibt es ein
offenes Intervall I ⊆ R mit a ∈ I und eine stetig differenzierbare
Funktion ϕ : I → Rn, so dass gilt

(i) ϕ(a) = b und ϕ�(x) = f (x ,ϕ(x)) für alle x ∈ I

(ii) Ist J ⊆ R ein weiteres offenes Intervall mit a ∈ J und
ψ : J → Rn eine stetig differenzierbare Funktion mit ψ(a) = b
und ψ�(x) = f (x ,ψ(x)) für alle x ∈ J, dann gilt J ⊆ I und
ϕ|J = ψ.

Man bezeichnet ϕ als maximale Lösung des Anfangswertproblems
gegeben durch die gewöhnliche Differenzialgleichung y � = f (x , y)
und das Paar (a, b).









Umformulierung für DGLs höherer Ordnung

Folgerung (1.11)

Sei D ⊆ R×Rn offen, f : D → R eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung genügt, und (a, b) ∈ D,
b = (b0, ..., bn−1) ∈ Rn. Dann gibt es ein offenes Intervall I mit
a ∈ I und eine n-mal stetig differenzierbare Funktion ϕ : I → R

mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Die Funktion ϕ ist eine Lösung der DGL
y (n) = f (x , y , ..., y (n−1)) mit bk = ϕ(k)(a) für 0 ≤ k ≤ n − 1.

(ii) Ist ψ : J → R eine weitere Lösung auf einem offenen Intervall
mit den unter (i) genannten Eigenschaften, dann gilt J ⊆ I
und ϕ|J = ψ.



Existenzsatz von Peano

Satz (1.12)

Sei D ⊆ R×Rn offen, f : D → Rn stetig und (a, b) ∈ D. Dann
gibt es ein offenes Intervall I ⊆ R mit a ∈ I und eine Lösung
ϕ : I → Rn von y � = f (x , y) mit ϕ(a) = b.



§ 2. Elementare Lösungsmethoden für DGLs in spezieller Form

Definition (2.1)

Seien I , J ⊆ R offene Intervalle und f : I → R, g : J → R stetige
Funktionen, wobei g(y) �= 0 für alle y ∈ J gilt. Dann nennt man
y � = f (x)g(y) eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.



Lösung von DGLs mit getrennten Variablen

Satz (2.2)

Seien die Funktionen F : I → R und G : J → R definiert durch
F (x) =

� x
a f (t) dt und G (x) =

� x
b g(t)−1dt. Ist dann H : J � → J

die Umkehrfunktion von G und I � ⊆ I ein offenes Intervall mit
F (I �) ⊆ J �, dann ist

ϕ : I � → R , x �→ (H ◦ F )(x)

eine durch (a, b) verlaufende Lösung der DGL. Diese ist eindeutig
bestimmt, d.h. in einer hinreichend kleinen Umgebung von a
stimmt jede Lösung der DGL durch (a, b) mit ϕ überein.













Lösung von DGLs durch Substitution

Satz (2.3)

Sei f : I → R eine stetige Funktion auf einem offenen Intervall I ⊆ R.
Wir betrachten die DGLs der Form

(1) y � = f (ax + by + c) mit a, b, c ∈ R , b �= 0

(2) y � = f
�y
x

�

(3) y � = f

�
ax + by + c

αx + βy + γ

�
mit a, b, c ,α,β, γ ∈ R , det

�
a b
α β

�
�= 0.

(i) Genau dann ist ϕ : I → R eine Lösung von (1), wenn
ψ(x) = ax + bϕ(x) + c eine Lösung der DGL y � = a+ bf (y) ist.

(ii) Genau dann ist ϕ : I → R eine Lösung von (2), wenn ψ(x) = ϕ(x)
x

eine Lösung der DGL y � = 1
x (f (y)− y) ist.

(iii) Die Form (3) kann durch eine lineare Substitution auf die Form (2)
zurückgeführt werden.






