§6. Der Residuensatz

Definition (6.1)
Sei U C C offen, f : U — C eine holomorphe Funktion, und

ac (D_\ U eine isolierte Singularitit. Sei r € R™ so klein gewihlt,
dass B.(a) N (C\ U) = {a} gilt. Dann nennt man

1
) = — f
res,(f) 277 oo (2) dz

das Residuum von f an der Stelle a. Ist a € U (also die Funktion f
in a holomorph), dann setzt man res,(f) = 0.

4

Die Zahl res,(f) ist von der Wahl des Radius r unabhingig.



Das Residuum als Laurentreihen-Koeffizient

Ist f =3 72 _ an(z — a)"” die Laurentreihen-Entwicklung von f in

einer Umgebung des Punktes a, dann gilt a_; = res,(f).

Besitzt die Funktion f bei a eine einfache Polstelle und ist g eine
weitere Funktion, die in a holomorph ist, dann gilt

res,(fg) = g(a) - res,(f).




';(v(&? o Lewuacy Q)_ L \

%% DVENY quu %\lw\% ‘("L\\ (LAJ« ‘_AJU\"CV\\’ 'l(zgcép
hY ’ w
oW 'ﬁ“—LQw da (ke weZ (A )
ch(&)

%Qqﬂs Lo Lewura C,’ﬁ ;

ore § W slade Bl 4u a -
\a & @ a QAUQO"WPQA 1?%~ %q(g%)‘g(a)qu(§>
| | owadeqalecpid « §@ -5 - gl = 2=
| =G> - 54(;0 ves, (89) = 90 veso (€)
=D 4= -1




=) A =1

Lanentr - ke ?Aena«-a\\wm\ﬂ;g- n | &2a g e
wdo Nolo o @ - ua =9 au(z=a)", JRI=> %,2

b Sk |

, GA i

i3
- (L) (x) = (i‘_a“(z -2 \) (ién/z -a) )

¥ =4 = k=0

Ry iy
T Co“:,'\\a-%C’(M =\

QA(E‘G\)V\

e, R ST Ay & vnz-\
<A = [}

: kal=n = S';(Q\ %(M)
woly © €y =A%y co

: - < ~ 4y
a_‘,e,44’QoC:,|Cq'd-\67_* 061

67

Co=




Definition der Umlaufzahl

Definition (6.4)
Sei U C C offen, 7 : [a, b] — U eine geschlossene Kurve und
z € U\ sp(y). Dann nennt man

12 = 5 [ o
Ne) = 2ri ), w—z

die Umlaufzahl der Kurve um den Punkt z. |




Rechenregeln fiir die Umlaufzahl

e Fiir Punkt z € C im AuBenbereich (also fiir hinreichend
groBes |z|) gilt n(~,z) = 0.

o Uberquert man ein nach rechts laufendes Stiick der Kurve,
dann ist die Umlaufzahl der Punkte hinter der Gerade um 1
hoher als die Umlaufzahl der Punkte vor der Geraden.

o Uberquert man dagegen eine nach links laufendes Stiick, dann
verringert sich die Umlaufzahl um 1.



Verfahren zur Bestimmung der Umlaufzahl n(v, z)

@ Zeichne eine Halbgerade von z aus in den AuBenbereich,
wobei darauf zu achten ist, dass keine Kreuzungspunkte
iiberquert werden.

@ Starte mit dem Wert 0 fiir die Umlaufzahl und laufe entlang
der Halbgeraden nach auBen.

@ An jeder Uberschneidung der Halbgerade mit einem nach links
laufenden Kurvenstiick erhéhe den Wert um 1.

@ An jedem nach rechts laufenden Kurvenstiick setze den Wert
um 1 herab.

Dann ist der zum Schluss erreichte Wert die Umlaufzahl n(~, z).









Ganzahligkeit der Umlaufzahl

Proposition (6.5)

Sei U C C offen, v : [a, b] — U eine geschlossene Kurve und
z € U\ «([a, b]). Dann ist die Umlaufzahl n(v, z) eine ganze Zahl.
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Eigenschaften der Umlaufzahl

Proposition (6.6)
Sei D C C eine diskrete und abgeschlossene Teilmenge und
v : [a, b] = C eine geschlossene Kurve mit D N ~([a, b]) = @.

(i) Es gibt ein r € R* mit v([a, b]) C B,(0).
(i) Die Schnittmenge D N B,(0) ist endlich.
(i) Fir alle z ¢ B,(0) gilt n(y,z) =0.

Insgesamt gilt n(y,z) # 0 also nur fiir endlich viele z € D.




Der Residuensatz

Satz (6.7)

Sei G C C ein konvexes Gebiet, D C G eine diskrete und
abgeschlossene Teilmenge und f : G\ D — C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve 7 : [a, b] — C in
G mit v([a, b]) N D = @ die Gleichung

/f(z) dz = 27‘(’[2”(’}/, z)res,(f).

zeD
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