
§ 6. Der Residuensatz

Definition (6.1)

Sei U ⊆ C offen, f : U → C eine holomorphe Funktion, und
a ∈ C \ U eine isolierte Singularität. Sei r ∈ R+ so klein gewählt,
dass B̄r (a) ∩ (C \ U) = {a} gilt. Dann nennt man

resa(f ) =
1

2πi

∫
∂Br (a)

f (z) dz

das Residuum von f an der Stelle a. Ist a ∈ U (also die Funktion f
in a holomorph), dann setzt man resa(f ) = 0.

Die Zahl resa(f ) ist von der Wahl des Radius r unabhängig.



Das Residuum als Laurentreihen-Koeffizient

Lemma (6.2)

Ist f =
∑∞

n=−∞ an(z − a)n die Laurentreihen-Entwicklung von f in
einer Umgebung des Punktes a, dann gilt a−1 = resa(f ).

Lemma (6.3)

Besitzt die Funktion f bei a eine einfache Polstelle und ist g eine
weitere Funktion, die in a holomorph ist, dann gilt

resa(fg) = g(a) · resa(f ).







Definition der Umlaufzahl

Definition (6.4)

Sei U ⊆ C offen, γ : [a, b]→ U eine geschlossene Kurve und
z ∈ U \ sp(γ). Dann nennt man

n(γ, z) =
1

2πi

∫
γ

dw

w − z

die Umlaufzahl der Kurve um den Punkt z .



Rechenregeln für die Umlaufzahl

Für Punkt z ∈ C im Außenbereich (also für hinreichend
großes |z |) gilt n(γ, z) = 0.

Überquert man ein nach rechts laufendes Stück der Kurve,
dann ist die Umlaufzahl der Punkte hinter der Gerade um 1
höher als die Umlaufzahl der Punkte vor der Geraden.

Überquert man dagegen eine nach links laufendes Stück, dann
verringert sich die Umlaufzahl um 1.



Verfahren zur Bestimmung der Umlaufzahl n(γ, z)

Zeichne eine Halbgerade von z aus in den Außenbereich,
wobei darauf zu achten ist, dass keine Kreuzungspunkte
überquert werden.

Starte mit dem Wert 0 für die Umlaufzahl und laufe entlang
der Halbgeraden nach außen.

An jeder Überschneidung der Halbgerade mit einem nach links
laufenden Kurvenstück erhöhe den Wert um 1.

An jedem nach rechts laufenden Kurvenstück setze den Wert
um 1 herab.

Dann ist der zum Schluss erreichte Wert die Umlaufzahl n(γ, z).







Ganzahligkeit der Umlaufzahl

Proposition (6.5)

Sei U ⊆ C offen, γ : [a, b]→ U eine geschlossene Kurve und
z ∈ U \ γ([a, b]). Dann ist die Umlaufzahl n(γ, z) eine ganze Zahl.









Eigenschaften der Umlaufzahl

Proposition (6.6)

Sei D ⊆ C eine diskrete und abgeschlossene Teilmenge und
γ : [a, b]→ C eine geschlossene Kurve mit D ∩ γ([a, b]) = ∅.

(i) Es gibt ein r ∈ R+ mit γ([a, b]) ⊆ Br (0).

(ii) Die Schnittmenge D ∩ Br (0) ist endlich.

(iii) Für alle z /∈ Br (0) gilt n(γ, z) = 0.

Insgesamt gilt n(γ, z) 6= 0 also nur für endlich viele z ∈ D.



Der Residuensatz

Satz (6.7)

Sei G ⊆ C ein konvexes Gebiet, D ⊆ G eine diskrete und
abgeschlossene Teilmenge und f : G \ D → C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt für jede geschlossene Kurve γ : [a, b]→ C in
G mit γ([a, b]) ∩ D = ∅ die Gleichung∫

γ
f (z) dz = 2πi

∑
z∈D

n(γ, z)resz(f ).


















