
Cauchyscher Integralsatz für Dreiecke (nach E. Goursat)

Satz (2.6)

Ist U ⊆ C offen, f : U → C eine holomorphe Funktion und ∆ ⊆ U
ein Dreieck, dann gilt ∫

∂∆
f (z) dz = 0.



Fehlende Holomorphie in einem Punkt

Proposition (2.7)

Sei ∆ = ∆(u, v ,w) ein Dreieck, a ∈ ∆ ein Punkt, U ⊆ C offen
mit U ⊇ ∆ und f : U → C eine stetige und auf U \ {a} holomor-
phe Funktion. Dann gilt

∫
∂∆ f (z) dz = 0.



Komplexe Stammfunktion durch Wegintegrale

Proposition (2.8)

Sei G ein bezüglich des Punktes a ∈ G sternförmiges Gebiet, und
sei f : G → C eine stetige und auf G \ {a} holomorphe Funktion.
Dann ist durch F : G → C, z 7→

∫ z
a f (w) dw eine komplexe

Stammfunktion von f definiert.







Cauchyscher Integralsatz für sternförmige Gebiete

Satz (2.9)

Sei G ein bezüglich a ∈ G sternförmiges Gebiet, und sei f : G → C

eine stetige und auf G \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt für
jede in G verlaufende, geschlossene Kurve γ jeweils∫

γ
f (z) dz = 0.





Integralsatz ⇔ Existenz komplexer Stammfunktionen

Folgerung (2.10)

Sei G ⊆ C ein offenes Gebiet und f : G → C eine holomorphe
Funktion. Genau dann existiert für f eine komplexe Stammfunktion
F : G → C, wenn

∫
γ f (z) dz = 0 für jeden geschlossenen

Integrationsweg γ in G gilt.





Definition der Homotopien

Definition (2.11)

Sei G ⊆ C ein Gebiet, und seien γ, δ : [a, b]→ G zwei
Integrationswege.

(i) Ist γ(a) = δ(a) und γ(b) = δ(b), dann ist eine Homotopie in
G zwischen γ und δ mit festen Endpunkten eine stetige
Abbildung H : [a, b]× [0, 1]→ G , so dass H(s, 0) = γ(s) und
H(s, 1) = δ(s) für alle s ∈ [a, b] und H(a, t) = γ(a) = δ(a),
H(b, t) = γ(b) = δ(b) für alle t ∈ [0, 1] erfüllt ist.

(ii) Sind γ und δ geschlossene Kurven, dann ist eine freie
Homotopie in G zwischen γ und δ eine stetige Abbildung
H : [a, b]× [0, 1]→ G mit H(s, 0) = γ(s), H(s, 1) = δ(s) für
alle s ∈ [a, b] und H(a, t) = H(b, t) für alle t ∈ [0, 1]

Das Gebiet G wird einfach zusammenhängend genannt, wenn jeder
geschlossene Integrationsweg frei homotop zu einem konstanten
Weg ist.





Homotopieinvarianz der komplexen Wegintegrale

Proposition (2.12)

Sei G ⊆ C ein Gebiet, und seien γ, δ : [a, b]→ G zwei
Integrationswege. Sei f : G → C eine holomorphe Funktion.
Existiert zwischen γ und δ eine Homotopie mit festen Endpunkten
oder sind γ und δ geschlossen, und existiert eine freie Homotopie
zwischen γ und δ, dann gilt∫

γ
f (z) dz =

∫
δ
f (z) dz .



Cauchyscher Integralsatz für einfach zusammenhägende
Gebiete

Satz (2.13)

Sei G ⊆ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet und f : G → C

eine holomorphe Funktion. Dann gilt
∫
γ f (z) dz = 0 für jeden

geschlossenen Integrationsweg in G .



§ 3. Die Cauchysche Integralformel

Notation:

U ⊆ C offene, W ⊆ C beliebige Teilmenge

f : U ×W → C Funktion, so dass fw : U → C, z 7→ f (z ,w)
reell differenzierbar für jedes w ∈W

Setze ∂z f (z ,w) = ∂fw
∂z (z ,w).

Definiere entsprechend ∂z̄ , ∂x und ∂y .

Proposition (3.1)

Seien U ⊆ C offen, W ⊆ C beliebig und f : U ×W → C eine
stetige Funktion. Außerdem setzen wir voraus, dass z 7→ f (z ,w)
für jedes feste w ∈W eine stetige komplexe Ableitung besitzt. Sei
γ : [a, b]→W ein Integrationsweg in W . Dann ist F : U → C,
z 7→

∫
γ f (z ,w) dw eine holomorphe Funktion, und es gilt

F ′(z) =
∫
γ ∂z f (z ,w) dw für alle z ∈ U.







Integration über
1

w − z

Proposition (3.2)

Sei a ∈ C und r ∈ R+. Dann gilt für jedes z ∈ Br (a) jeweils∫
∂Br (a)

dw

w − z
= 2πi .





Die Cauchysche Integralformel

Satz (3.4)

Sei U ⊆ C offen und f : U → C eine holomorphe Funktion. Sei
a ∈ U und r ∈ R+ mit B̄r (a) ⊆ U. Dann gilt für jedes z ∈ Br (a)
die Gleichung

f (z) =
1

2πi

∫
∂Br (a)

f (w)

w − z
dw .

Die Werte von f im Inneren der Kreisscheibe sind also durch die
Werte auf dem Rand festgelegt!


