
Weglängen und Wegintegrale

Definition (5.1)

Sei U ⊆ Rn eine beliebige Teilmenge, γ : [a, b]→ U ein stückweise
stetig diff’barer Weg in U und f : U → R, F : U → Rn stetige
Funktionen. Dann bezeichnet man

(i) die Zahl `(γ) =
∫
γ 1 ds =

∫ b
a ‖γ

′(t)‖ dt als Weglänge

(ii) den Wert
∫
γ f ds =

∫ b
a (f ◦ γ)(t)‖γ′(t)‖ dt

als Wegintegral 1. Art

(iii) den Wert
∫
γ〈F , ds〉 =

∫ b
a 〈(F ◦ γ)(t), γ′(t)〉 dt

als Wegintegral 2. Art.

Eine Abbildung F : U → Rn wie in der Definition wird auch ein
stetiges Vektorfeld genannt.



Geometrische Interperation der Wegintegrale 1. Art

Satz

Sei U ⊆ Rn, f : U → R eine stetige Funktion und γ : [a, b]→ U
ein stetig differenzierbarer Weg in U. Dann gibt es für jedes
ε ∈ R+ ein δ ∈ R+ mit folgender Eigenschaft: Ist
Z = {t1, ..., tm−1} eine Zerlegung von [a, b] der Feinheit < δ und
ist uk ∈ ]tk−1, tk [ für 1 ≤ k ≤ m, dann folgt∣∣∣∣∣

m∑
k=1

(f ◦ γ)(uk)‖γ(tk)− γ(tk−1)‖2 −
∫
γ
f ds

∣∣∣∣∣ < ε.



Geometrische Interperation der Weglänge

Wendet man den Satz auf die konstante Funktion mit dem Wert 1
an, so erhält man folgende Ausssage über die Approximation von
Kurvenlängen durch Polygonzuglängen.

Satz

Sei γ : [a, b]→ Rn ein stetig differenzierbarer Weg in U. Dann gibt
es für jedes ε ∈ R+ ein δ ∈ R+ mit folgender Eigenschaft: Ist
Z = {t1, ..., tm−1} eine Zerlegung von [a, b] der Feinheit < δ,
dann folgt ∣∣∣∣∣

m∑
k=1

‖γ(tk)− γ(tk−1)‖2 − `(γ)

∣∣∣∣∣ < ε.



Rechenregeln für Wegintegrale

Proposition

Seien λ, µ ∈ R, sei U ⊆ Rn offen, seien f , g : U → R stetige
Funktionen und F ,G : U → Rn stetige Vektorfelder. Außerdem
seien γ1, γ2 stückweise stetig diff’bare Wege in U derart, dass
γ1 + γ2 definiert ist. Dann gilt

(i)
∫
γ1

(λf + µg) ds = λ
∫
γ1
f ds + µ

∫
γ1
g ds,∫

γ1
〈λF + µG , ds〉 = λ

∫
γ1
〈F , ds〉+ µ

∫
γ1
〈G , ds〉

(ii)
∫
γ1+γ2

f ds =
∫
γ1
f ds +

∫
γ2
f ds,∫

γ1+γ2
〈F , ds〉 =

∫
γ1
〈F , ds〉+

∫
γ2
〈F , ds〉

(iii)
∫
−γ1 f ds =

∫
γ1
f ds,

∫
−γ1〈F , ds〉 = −

∫
γ1
〈F , ds〉.



Gradienten und konservative Vektorfelder

Definition

Sei U ⊆ Rn offen und u : U → R eine differenzierbare Funktion.
Dann wird das Vektorfeld ∇u : U → Rn gegeben durch

(∇u)(p) =

∂1u(p)
...

∂nu(p)


der Gradient von u genannt. Ein Vektorfeld F : U → Rn heißt
konservativ, wenn ein differenzierbare Funktion u : U → R mit
F = ∇u existiert.



Wegabhängigkeit

Im Allgemeinen sind Wegintegrale 2. Art zwischen zwei Punkten p
und q abhängig vom Weg, der von p nach q gewählt wird. Ist
beispielsweise F : R2 → R2 das Vektorfeld gegeben durch

F (x , y) = (x + y , y2)

und sind die Wegen γ1, γ2, γ3 von p = (0, 0) nach q = (1, 1)
gegeben durch γ1 = [(0, 0), (1, 0)] + [(1, 0), (1, 1)], γ2 : [0, 1]→ R2,
t 7→ (t, t2) und γ3 = [(0, 0), (1, 1)], dann erhält man∫

γ1

〈F , ds〉 = 5
6 ,

∫
γ2

〈F , ds〉 = 7
6 und

∫
γ3

〈F , ds〉 = 4
3 .

Bei Wegintegralen 1. Art ist die Wegabhängigkeit offensichtlich.



Kriterium für die Wegunabhängigkeit

Satz (5.9)

Sei G ⊆ Rn ein Gebiet, seien p, q ∈ G und F : U → R ein stetiges
Vektorfeld. Das Wegintegral 2. Art

∫
γ〈F , ds〉 hat genau dann für

jeden Weg γ in G von p nach q denselben Wert, wenn F
konservativ ist.











Definition der komplexen Kurvenintegrale

Definition (5.10)

Sei U ⊆ C eine beliebige Teilmenge, f : U → C eine stetige
Funktion und f = g + ih die Zerlegung von f in Real- und
Imaginärteil. Außerdem sei γ : [a, b]→ U ein stückweise stetig
differenzierbarer Weg. Dann ist das komplexe Kurvenintegral von f
über γ definiert durch∫

γ
f dz =

∫ b

a
f (γ(t))γ′(t) dt =

∫ b

a
g(γ(t))γ′(t) dt + i

∫ b

a
h(γ(t))γ′(t) dt.



Zur Berechnung der komplexen Kurvenintegrale

Ist F : [a, b]→ C eine Stammfunktion von t 7→ f (γ(t))γ′(t),
dann gilt

∫
γ f dz = F (b)− F (a).

Dabei bedeutet
”
Stammfunktion“ in diesem Zusammenhang,

dass die Zerlegung F = G + iH von F in Real- und
Imaginärteil die Bedingung G ′(t) + iH ′(t) = f (γ(t))γ′(t) für
alle t ∈ [a, b] erfüllt.









Definition der parametrisierten Flächen

Definition (5.11)

Eine parameterisierte C 1-Fläche ist ein Paar (A, φ) bestehend aus
einer kompakten, zusammenhängenden, Jordan-messbaren
Teilmenge A ⊆ R2 und einer injektiven C 1-Abbildung φ : A→ R3

mit der Eigenschaft, dass rg φ′(p) = 2 für alle p ∈ A gilt.



Definition der Parametertransformationen

Definition (5.12)

Seien (A, φ) und (B, ψ) zwei parametrisierte C 1-Flächen mit
derselben Spur. Eine Parametertransformation zwischen (A, φ) und
(B, φ) ist ein C 1-Diffeomorphismus ρ : A→ B mit ψ ◦ ρ = φ. Gilt
det ρ′(p) > 0 für alle p ∈ A, dann nennt man ρ
orientierungserhaltend. Ansonsten gilt ρ′(p) < 0 für alle p ∈ A, und
man bezeichnet ρ als orientierungsumkehrend.



Parametrisierte Flächen und Untermannigfaltigkeiten

Satz (5.13)

Für eine Teilmenge S ⊆ R3 sind die folgenden beiden Aussagen
äquivalent:

(i) Die Teilmenge S ist eine zweidimensionale
Untermannigfaltigkeit des R3.

(ii) Für jeden Punkt q ∈ S gibt es eine offene Umgebung U ⊆ R3

und eine parametrisierte C 1-Fläche (A, φ) mit φ(A◦) = S ∩U.



Existenz von Parametertransformationen

Satz (5.14)

Zwischen zwei parametrisierten C 1-Flächen mit derselben Spur
existiert entweder eine orientierungserhaltende oder eine
orientierungsumkehrende Parametertransformation.



Definition der Flächenintegrale

Definition (5.15)

Sei (B, φ) eine parameterisierte C 1-Fläche mit kompaktem
Definitionsbereich B, f : φ(B)→ R eine stetige Funktion und
F : φ(B)→ R3 ein stetiges Vektorfeld auf B. Dann wird das Integral∫

(B,φ)

f dA =

∫
B

(f ◦ φ)(x , y) ‖φ′(x , y)(e1)× φ′(x , y)(e2)‖ d(x , y)

ein Flächenintegral 1. Art und das Integral∫
(B,φ)

〈F , dA〉 =

∫
B

〈(F ◦φ)(x , y) , φ′(x , y)(e1)×φ′(x , y)(e2)〉 d(x , y)

ein Flächenintegral 2. Art genannt. Insbesondere bezeichnet man
v2((B, φ)) =

∫
(B,φ)

1 dA als Inhalt der parametrisierten C 1-Fläche.







Geometrische Interpretation des Kreuzprodukts

Lemma

Seien v ,w ∈ R3 linear unabhängig und u = 1
‖v×w‖(v × w). Sei

A ∈M3,R die Matrix mit u, v und w als Spaltenvektoren. Dann
gilt

tAA =

1 0 0
0 〈v , v〉 〈v ,w〉
0 〈v ,w〉 〈w ,w〉

 .

Bezeichnet B die rechte untere 2× 2-Teilmatrix, dann gilt
det(B) = det( tAA ) = det(A)2.



Geometrische Interpretation des Kreuzprodukts (Forts.)

Frage: Warum kann ‖v × w‖ interpretiert werden als der
Flächeninhalt des von v und w aufgespannten Parallelogramms?

Wir wissen bereits, dass für jede Matrix A ∈M3,R der
Determinantenbetrag | det(A)| gleich dem Volumen des von
den Spaltenvektoren aufgespannten Parallelotops ist.

In unserem Fall ist | det(A)| also das Volumen des von u, v
und w aufgespannten Parallelotops.

Weil ‖u‖ = 1 ist und u senkrecht auf v und w steht, ist dieses
Volumen | det(A)| gleich dem Flächeninhalt des von v und w
aufgespannten Parallelogramms (multipliziert mit der

”
Höhe

1“ des Parallelotops).

Sei B die Matrix von der letzten Folie. Direktes Nachrechnen
zeigt, dass ‖v × w‖2 mit det(B) = 〈v , v〉〈w ,w〉 − 〈v ,w〉2
übereinstimmt. Also ist ‖v × w‖2 = det(A)2 und
‖v × w‖ = | det(A)|.


