§ 4. Der Transformationssatz

Definition (4.1)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung
f : X — Y heiBt Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante L € R*
existiert, so dass

dy(f(p),f(q)) < Ldx(p,q) fir alle p,g e X erfillt ist.

Dabei bezeichnet man L als eine Lipschitz-Konstante von f. Gibt
es fiir jeden Punkt p € X jeweils eine Umgebung U mit der
Eigenschaft, dass die Einschrankung |y Lipschitz-stetig ist, dann
spricht man von einer lokal Lipschitz-stetigen Abbildung.

Jede Lipschitz-stetige Abbildung f : X — Y ist auch gleichmaBig
stetig, und damit erst recht stetig.



%Q%duhsé@au' C Mw (Af@) = wp (A) W ()
i Vit (AX B)
roue-y - VX = tadmiBa dohy ==
Yee R - IS pt. Veiqe X\»
AX(P"T)\' S => 0\\‘(@(?3'“17)(2

Sy Wae Q Ltpiﬁ\ﬁ(rg —Sl-th’d l Wk L*Fsoa;\z g kgfé‘%!‘e
S b 0 o glim : By
Le . b hebgle 2eg il LS 5

‘. = S_Qﬁu g: % g&@"\ P’ﬂ<

e T
— dy(He) §q) )< T L




\‘ 2@1/\/\ NM& 6e&¢ O‘(W\ Qleh%{z {'k’/\ (\L LP<Q(4 4«53
Btvochbs 2 R Q. [FA 4] XX SR

>Lfs< &b ﬂehi alh stehae Ty ) Lo S é;_:\?gp,,
w:)\\‘w@ uogm %M N ka alas VRS Lu()&,é\&-\—jreh

4—-\8 {Le s \Q(@ ?(”D ‘—‘F ‘1 \_};__
Vp,qe[\’\] nsh - ?(A\) ?0)\ G

Lib-o| Ve N = 1<L = <L WheN




Lipschitz-Stetigkeit und stetige Differenzierbarkeit

Jede stetig differenzierbare Abbildung f : U — R™ auf einer
offenen Teilmenge U C R" ist lokal Lipschitz-stetig.




slch%l
ep“' VM,{. ”ﬂ;(")“ Freg
/(<k<w‘ uﬂ(r@\ : EL(

wewma hmﬁ«”“
1’" [ﬂ(’fjk iy

<
Hagetihl = 7 pes I [k,’V -

Kmﬂ/l'ﬁ




uu)\ \k‘(?k\t (V,= J"‘k sty V= ’\3‘“'},\
\%s ()= {,! D\ = l‘ (Fk\« \|< f‘{(Fr)Hv{'

Mj a\‘ M()' ('L-x \=kS "
& ™, % Y\ Ie' alo ™ P’K




Uberdeckungen durch Wiirfel

Einen kompakten Quader Q = [];_,[ak, bx] im R" bezeichnen wir
als Wiirfel, wenn samtliche Kantenlangen gleich sind, also
bi —ai =by—a» = ... = b, — a, erfillt ist.

Sei @ C R" ein kompakter Quader. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R™
eine endliche Familie W4, ..., W, von Wiirfeln, die @ iiberdecken,
mit Yoot v(Ws) < v(Q) +&.




Lipschitz-stetige Abbildungen angewendet auf Jordansche
Nullmengen

Sei N C R" eine Jordansche Nullmenge und g : N — R eine
Lipschitz-stetige Abbildung, wobei m > n ist. Dann ist g(/N) eine
Jordansche Nullmenge in R™.

Folgerung (4.5)

Sei U C R" offen und g : U — R™ stetig differenzierbar, wobei
m > nist. Ist N C U eine kompakte Jordansche Nullmenge, dann
ist g(N) eine kompakte Jordansche Nullmenge in R™.
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Heuristische Verallgemeinerung der eindimensionalen
Substitutionsregel fab(f 0 ¢)(x)¢(x) dx = f;i(;;) f(t) dt

@ An Stelle der eindimensionalen Substitutionsfunktion ¢
betrachten wir einen %*-Diffeomorphismus ¢ zwischen
offenen Teilmengen G und ¢(G) des R".

@ Aus der geometrischen Intepretation der Determinante ergibt
sich

v(g(W)) = [det(¢)|v(W)

fiir jeden linearen Endomorphismus ¢ des R"” und den Ein-
heitswiirfel W = [0, 1]". Es ist naheliegend, dass diese Glei-
chung an Stelle von W auch fiir beliebige Jordan-messbare
Teilmengen B C R" gilt.



@ Sei nun D C G Jordan-messbar und f : ¢(D) — R eine
stetige Funktion. Der Einfachheit halber betrachten wir nur
den Fall, dass D ein Quader ist. Dann gilt
¢(D) = Ukeg(z) p(K) fir jede Zerlegung 2 von D in
Teilquader.

o Ist die Zerlegung Z hinreichend fein und ay fiir jedes
K € 2(%) jeweils ein beliebig gewahlter Punkt, dann ist £
auf ¢(K) ,,nahezu konstant", also gleich (f o ¢)(ak).

@ Daraus ergibt sich die Ndherung

/(p(D)f(x) < = > / f(x) dx =~



o Fiirallet € R" mit ax + t € K gilt
plak + t) ~ p(ak) + ¢'(ak)(t)

auf Grund der Differenzierbarkeit von ¢ im Punkt ak.

e Daraus erhalten wir fiir das Volumen von ¢(K) die Niherung

v(e(K)) = v(e(ak) + ¢'(ak)(K)) = v(¥'(ak)(K))
= |det¢(ak)|v(K).



@ Durch Einsetzen erhalten wir schlieBlich

/(D) f(x) dx =~ Y (fop)(ak))ldety/(ak)|v(K)

Ke2(%)

~ /D(focp)(t)]detgo'(t)\ dt.



Der Transformationssatz

Satz (4.6)
Sei G C R" offen, und sei ¢ : G — RR" eine injektive, stetig
differenzierbare Abbildung, wobei wir voraussetzen, dass det ¢/(t)
entweder fiir alle t € G positiv oder fiir alle t € G negativ ist. Sei
T C G eine Jordan-messbare, kompakte Teilmenge und
f:p(T) — R eine stetige Abbildung. Dann gilt

(i) Die Bildmenge ¢(T) C R" ist Jordan-messbar.

(i) Die Funktion f ist auf ¢(T), die Funktion f o ¢ auf T
Riemann-integrierbar.

i) 2 gl / Abd) cbe = /(fogp)(t)]dettp’(tﬂ dt.

@(T) T

Zusatz:  Der Transformationssatz ist auch dann noch giiltig,
wenn eine Jordansche Nullmenge N C T existiert, auf der die
Funktion t — det ¢/(t) moglicherweise Null wird. Ebenso geniigt
es, dass ¢ auf T \ N injektiv ist.



Spezialfille des Transformationssatzes

(i) Setzt man n=1, ist G C R offen und T C G ein Intervall,
auf dem die Ableitung von ¢ : G — R nicht null wird, so
erhilt man aus dem Transformationssatz die
Substitutionsregel aus der Analysis einer Variablen zuriick.

(i) Wendet man den Transformationssatz auf die konstante
Funktion f =1 an, so erhalt man die Gleichung

(oT) = [ |detg/(o) de
fiir jede Jordan-messbare Teilmenge T C G.

(iii) Ist insbesondere ¢ eine bijektive lineare Abbildung, dann
erhdlt man v(p(T)) = |detp|v(T).
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