
Graph und Ordinatenmenge einer Funktion

Definition (3.15)

Ist A ⊆ Rn eine beliebige Teilmenge und f : A→ R eine Funktion,
dann wird

Γ(f ) = {(x , f (x)) | x ∈ A} ⊆ A×R ⊆ Rn+1

der Graph und der Funktion f genannt. Ist f nichtnegativ, also
f (x) ≥ 0 für alle x ∈ A, dann nennt man

Λ(f ) = {(x , y) ∈ A×R | 0 ≤ y ≤ f (x)}

die Ordinatenmenge von f .



Der Graph einer Funktion als Nullmenge

Proposition (3.16)

Sei A ⊆ Rn Jordan-messbar und f : A→ R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist der Graph Γ(f ) eine
Jordansche Nullmenge in Rn+1.

Lemma (3.17)

Seien m, n ∈ N, und seien A ⊆ Rm und B ⊆ Rn beschränkte
Teilmengen. Ist A eine Nullmenge in Rm oder B eine Nullmengen
in Rn, dann ist A× B eine Nullmenge in Rm ×Rn = Rm+n.



Das Integral als Jordansches Volumen

Satz (3.18)

Sei A ⊆ Rn Jordan-messbar und f : A→ R+ eine nicht-negative,
Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist die Ordinatenmenge
Λ(f ) Jordan-messbar, und für ihr (n + 1)-dimensionales
Jordansches Volumen gilt

vn+1(Λ(f )) =

∫
A
f (x) dx .







Skizze zum Beweis von Satz (3.18)

zur Jordan-Messbarkeit von Λ(f ):

Überprüfe die Inklusion ∂Λ(f ) ⊆ Ā× [0, c], wobei
c = sup{f (x) | x ∈ A} ist.

Überprüfe dann, dass ∂Λ(f ) in

N = Γ(f ) ∪ (∂A ∪ UA)× [0, c] ∪ A× {0, c}

liegt, wobei UA ⊆ A die Menge der Unstetigkeitsstellen von f
bezeichnet.

Zeige, dass N eine Nullmenge ist.
(⇒ Λ(f ) ist Jordan-messbar)



Skizze zum Beweis von Satz (3.18) (Forts.)

Sei Q ein Quader mit Q◦ ⊇ A. Für alle (x , y) ∈ Q × [0, c] gilt
die Äquivalenz χΛ(f )(x , y) = 1⇔ y ∈ [0, fQ(x)].

Auf Grund dieser Äquivalenz gilt

vn+1(Λ(f )) =

∫
Q×[0,c]

χΛ(f )(x , y)d(x , y) =

∫
Q

(∫ c

0
χΛ(f )(x , y)dy

)
dx =

∫
Q

(∫ fQ(x)

0
1 dy

)
dx =

∫
Q
fQ(x) dx =

∫
A
f (x) dx .



Querschnitte einer Menge

Definition (3.19)

Für jede Teilmenge A ⊆ Rn, 1 ≤ j ≤ n und jedes x ∈ R definieren
wir die Teilmenge A(x)j ⊆ Rn−1 durch

A(x)j = {(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) | (x1, ..., xj−1, x , xj+1, ..., xn) ∈ A}.

Wir bezeichnen die Mengen dieser Form als Querschnitte von A
mit den affinen Unterräumen orthogonal zur xj -Achse.

Variante:
Ist A ⊆ Rm ×Rn, dann definieren wir für jedes x ∈ Rm die
Teilmenge A(x) ⊆ Rn durch

A(x) = {y ∈ Rn | (x , y) ∈ A}.





Verallgemeinerter Satz von Fubini

Satz (3.20)

Seien m, n ∈ N und A ⊆ Rm ×Rn eine Jordan-messbare
Teilmenge derart, dass A(x) für jedes x ∈ Rm ebenfalls
Jordan-messbar ist. Sei außerdem f : A→ R eine stetige und
beschränkte Funktion und Q ⊆ Rm ein Quader mit Q ×Rn ⊇ A.
Dann ist für jedes x ∈ Q die Funktion fx : A(x)→ R, y 7→ f (x , y)
Riemann-integrierbar, und es gilt∫

A
f (x , y) d(x , y) =

∫
Q

(∫
A(x)

f (x , y) dy

)
dx .



Cavalierisches Prinzip

Satz (3.21)

Sei n ∈ N, A ⊆ R×Rn eine Jordan-messbare Menge, und seien
a, b ∈ R mit a < b so gewählt, dass für jeden Punkt (x , y) ∈ A
jeweils a ≤ x ≤ b erfüllt ist. Außerdem setzen wir voraus, dass
A(x)1 für jedes x ∈ R eine Jordan-messbare Teilmenge von Rn ist.
Dann gilt

vn+1(A) =

∫ b

a
vn(A(x)1) dx .













Definition der Normalbereiche

Definition (3.22)

Sei j ∈ {1, ..., n}. Eine Teilmenge A ⊆ Rn wird Normalbereich
bezüglich der xj -Achse genannt, wenn eine kompakte,
Jordan-messbare Teilmenge B ⊆ Rn−1 und stetige Funktionen
ϕ,ψ : B → R mit ϕ ≤ ψ existieren, so dass

A = {(x1, ..., xn) ∈ Rn | ϕ(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn) ≤
xj ≤ ψ(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn)}

erfüllt ist.



Formulierung des Satzes von Fubini für Normalbereiche

Folgerung (3.23)

Sei A ⊆ Rn ein Normalbereich bezüglich der xj -Achse, und seien
ϕ,ψ : B → R wie oben definiert. Dann gilt für jede stetige und
beschränkte Funktion f : A→ R jeweils∫

A

f (x) dx =

∫
B

(∫ ψ(x1,...,xj−1,xj+1,...,xn)

ϕ(x1,...,xj−1,xj+1,...,xn)

f (x1, ..., xn) dxj

)
d(x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xn).


