Funktionentheorie, Lebesguetheorie und Gewdhnliche DGL
— Lo6sung Blatt 9 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Nach Folgerung 2.10 besitzt eine holomorphe Funktion f : G — C auf einem Gebiet G genau
dann eine komplexe Stammfunktion, wenn f,y f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg + in
G erfiillt ist. Diese Beziehung gilt also fiir beliebige Gebiete, nicht nur fiir einfach zusammenhéngende.
(Bei einfach zusammenhéngenden Gebieten sind die beiden dquivalenten Aussagen automatisch erfiillt.)
Eine Funktion f kann auf einem Gebiet G durchaus eine holomorphe Stammfunktion besitzen, ohne
dass G einfach zusammenhiingend ist. Beispielsweise ist C* nicht einfach zusammenhéingend, aber die
Funktionen f(z) = z und g(z) = 2 besitzen komplexe Stammfunktionen, némlich F(z) = 122 bzw.
G(z) = —1. Das Gebiet €\ R_ ist einfach zusammenhéingend, denn es ist beziiglich jedes Punkte

2z € RT sternférmig, wie man leicht iiberpriift.

zu (b) Die Cauchysche Integralformel lautet f(z) = 7= f{)Br(a) % dw. Dabei bezeichnet f : U — C

eine holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge U C C, B, (a) ist eine offene Kreisscheibe, deren

Abschluss in U enthalten ist, und z bezeichnet einen beliebigen Punkt von B, (a).

zu (¢) Auf Grund der Cauchyschen Integralformel gilt Auf Grund der Cauchyschen Integralformel und

nach Proposition 3.2 gilt f(z) = 7= Jomr0) % dw = 7 Jos.0) dw — L. 2mi =1 fiir alle z € By(0).

zu (d) Ja, das ist plausibel, und man kann es auch relativ einfach beweisen. Auf Grund der in Proposition
2.12 formulierten Homotopieinvarianz stimmen komplexe Wegintegrale iiberein, wenn die zugehérigen
Integrationswege durch eine Homotopie ineinander {iberfithrt werden koénnen. Ist beispielsweise v die
(gegen den Uhrzeigersinn durchlaufene Randkurve eines Quadrats @, z ein Punkt im Inneren von Q
und f : U — C eine holomorphe Funktion, die auf einer offenen Teilmenge U O ) von C definiert
ist, dann kann ~ innerhalb von U durch eine Homotopie in eine kleine Kreiskurve -, um den Punkt z

iiberfithrt werden. Auf diese wendet man den Cauchyschen Integralsatz an. Man erhélt auf diese Weise
oy 2 dw = [, 5 = £ (),

Aufgabe 1

zu (a) Die Kreisscheibe By (i) enthilt die Nullstelle i des Nennerpolynoms 22 + 1 = (z —4)(z + 1), aber
nicht die Nullstelle —i, denn es gilt | —i — 4| = | — 2¢]| = 2 > 1. Der Definitionsbereich der Funktion
f(2) = e*/(2+1i) ist gegeben durch die offene Menge C\{—i}, und weil diese By (i) enthélt, ist nach Lemma
3.3 auch die offene Kreisscheibe Bj,.(i) fiir hinreichend kleines ¢ € R* noch im Definitionsbereich

enthalten. Mit der Cauchyschen Integralformel erhalten wir

/ i dw = / 1 . e dw = / f(w) dw
oB, (i) w2+ 1 OB (i) W— 1 w1 OBy (i) W — 1
i .
= omif(i) = 271'2'% = el

Es gibt noch eine andere Moglichkeit, die Aufgaben zu losen. Zunéchst zerlegt man die Funktion die
Funktion e”/(z% + 1) wie in Aufgabe 1 (a) in die Summe 1ie*/(z + i) + (—3i)e*/(z — i). Wie wir
bereits oben festgestellt haben, ist die Funktion z +— €*/(z + i) auf Bji.(i) fiir hinreichend kleines e €

R™ holomorph. Da diese offene Kreisscheibe ein konvexes Gebiet ist, kann der Cauchysche Integralsatz



angewendet werden. Das Integral tiber den zweiten Summanden erhalten wir wieder durch Anwendung

der Cauchyschen Integralformel. Die Rechnung

/ 267 dw = z/ € - der(f%i)/ f(w) dw
oB, (i) W* +1 oB. (i) W T 1 aB. (i) W1

= 2i-0+(—3i)-2mif(i) = mé

N|—=

fiihrt natiirlich zum selben Ergebnis.

zu (b)  Wir zeigen, dass keine der Nullstellen des Nennerpolynoms 2z2(z* + 1) in B;(2) liegt. Zuniichst
gilt [0 — 2| =2 > 1 und somit 0 ¢ B;(2). Ist a € C eine von Null verschiedene Nullstelle des Polynoms
22(z* + 1), dann muss a* + 1 = 0 gelten. Es folgt |a|* = |a?| = | — 1] = 1, also |a| = 1. Wire nun
a in B;(2) enthalten, miisste also sowohl |o — 2| < 1 als auch |a| = 1 gelten. Aus |a — 2| < 1 folgt
|[Re(a) — 2| <1, also Re(a) > 1. Zusammen mit |a] = 1 bleibt damit als einzige Moglichkeit o = 1. Aber

1 ist keine Nullstelle von z* + 1.

Also ist die Funktion z + 27/(2%(2* + 1)) insgesamt auf Bj(2) holomorph. Wie unter (a) kann also der

Cauchysche Integralsatz angewendet werden, und wir erhalten

o7
- d = 0.
/ 22(z* +1) :
9B1(2)

(Es ist nicht schwer zu sehen, dass die komplexen Nullstellen von z* + 1 durch j:% + ﬁ gegeben sind.)

Aufgabe 2

zu (a) Auf Grund der Cauchyschen Integralformel gilt fiir jedes r € R™ jeweils

. )
ABr(O)g(w)dw = /8&(0) " dw 2rwif(0) # 0.

Wiirde g auf C* eine komplexe Stammfunktion besitzen, dann miisste nach Folgerung 2.10 f7 g(w) dw
fiir jeden geschlossenen Integrationsweg gleich null sein. Aber wie wir gerade gesehen haben, ist dies

nicht der Fall. Also besitzt g keine komplexe Stammfunktion.

zu (b) Durch Ableitung der Funktion g aus Teil (a) erhélt man mit der komplexen Quotientenregel

J(z) = AR CI - @ — h(z) fiir alle z € C*. Wenn wir zeigen konnen, dass z — @ auf C*

z z

eine komplexe Stammfunktion F' besitzt, dann ist F' — g eine komplexe Stammfunktion von h, wie die

Rechnung

(F-g)/(z) = F(5)-g(z) = @(Wm)) —he)

z

zeigt. Weil f auf C holomorph ist, existiert eine auf ganz C konvergente Potenzreihenentwicklung
f(z) = >°0° ya,z™. Dabei ist a; = f/(0) = 0. Fiir alle z € C ist f/(z) = Y. .-, na,2"" ', und daraus
folgt @ = > ,napz""? fiir alle z € C*. Dabei hat die Potenzreihenentwicklung von f’ denselben

Konvergenzradius wie die Entwicklung von f, némlich unendlich. Durch f(2) = 3.°°, na,2"2 ist al-

so eine holomorphe Fortsetzung von z — @ auf ganz C definiert. Die komplexe Ebene C ist (als

sternférmige Menge) einfach zusammenhiingend. Nach Satz 2.13 und Folgerung 2.10 ergibt sich, dass f

auf C eine komplexe Stammfunktion besitzt. Schriankt man diese auf C* ein, so erhéilt man eine komplexe
f'(z)

z

Stammfunktion von z —



Aufgabe 3

zu (a) Die Zahlen ¢ und ¢? sind die beiden Nullstellen des Polynoms 22 + z + 1. Denn wegen (3 =
(e2/3)3 = 2™ = 1 und (¢?)® = (¢*)? = 12 = 1 sind beides Nullstellen von 2% — 1 = (z — 1)(22 + 2z + 1),
wegen (,(? # 1 also auch Nullstellen von 22 + z + 1. Nun sind ¢ und ¢? fiir » € RT mit r # 1 genau
dann in der offenen Kreisscheibe B,.(0) enthalten, wenn r > 1 ist. Im Fall » < 1 ist f auf einer offenen
und konvexen Umgebung von B,.(0, zum Beispiel einer Kreisscheibe B,(0) mit 7 < s < 1, holomorph,

und der Cauchysche Integralsatz liefert fw f(z)dz=0.

Setzen wir nun 7 > 1 voraus. Dann sind ¢ und ¢? beide im Inneren von B, (0 enthalten. Wir schreiben
die Funktion f so um, dass die Cauchysche Integralformel angewendet werden kann. Fiir alle a, 8,z € C

gilt die Aquivalenz

- B 1 2 2
+ = S az-C)+08:z-0=1 < (a+pP)z+(—al*—-p5() =1
T E0E-O S e :
Durch Einsetzen von z = 0 erhalten wir die Gleichung «¢? + 8¢ = —1, und Einsetzen von z = 1 und
Subtraktion der ersten Gleichung liefert o + 8 = 0. Setzen wir § = —a in die erste Gleichung ein, so

folgt a(¢? — ¢) = —1, was wegen (> = = — 1 zu a = —3(1 +2¢) und 8 = (1 + 2() aufgeldst werden
kann. Mit der Cauchyschen Integralformel erhalten wir nun

/f(z)dz = %(1+2<)/wd%”@—é(lwo/wd—i”C =

r (s

$1+20) - 2mi—3(1+20)-2mi = 0.

zu (b) Auf Grund der Rechnung in Aufgabenteil (a) gilt

/& fz)dz = ;(1+2<)/5T - ;(1+2¢)/6T s
Das erste Integral auf der rechten Seite ist gleich null auf Grund der Cauchyschen Integralformel. Denn
am Argument %’T von (? ldsst sich erkennen, dass die Nullstelle der Nennerfunktion w—(? einen negativen
Imaginérteil besitzt, wirend die geschlossene Kurve ¢, vollstindig im Bereich Im(z) > 0 verlduft. Beim

zweiten Integral auf der rechten Seite kann auf Grund des Hinweises die Kurve §,. durch +, ersetzt werden,

denn die Funktion w — ﬁ ist auf der offenen Umgebung C \ {¢} D H, Usp(7y,) holomorph. Mit der
Cauchyschen Integralformel erhalten wir insgesamt
dw dw
f(z)dz = —11+2g/7 = —11+2g/7 = —1(1+20)-2mi.
NG sarao [ o Ja+20 [ H1+20)

Dieser Ausdruck lésst sich noch vereinfachen. Durch Losen der quadratischen Gleichung mit der ,,Mit-
ternachtsformel“ findet man fiir das Polynom 22 4+ 2+1 die beiden Nullstellen f% + %\/j = f% + %Z\/ﬁ
Wegen Im(¢) > 0 muss ( = —% + %z\/g gelten. Es folgt 14 2¢ = 1+ (=1) +4v/3 = v/3 und
Js, f(z)dz = —5-iV3-2mi = 2.

zu (¢) Wir schiitzen das Integral fv loum) f(2) dz nach oben ab. Fiir alle z € sp(y,|j,x]) gilt |z| = r. Fiir
hinreichend groflies r gilt 2 > 27 + 2. Damit erhalten wir |z + 1| < |z| +1<7r+1 < 2r +2 <r? = |22
und weiter |2 —z—1| > |22 = [r+ 1| > 72— (r+1) > 172 Es folgt | f(2)| < 2r~2 fiir alle z € sp(y,jo,x])-

Da es sich bei 7,|[g, um einen Halbkreis vom Radius 7 handelt, ist die Lénge des Integrationsweges
durch £(v;|j0,x)) = 7r gegeben. Mit Satz 2.1 (ii) erhalten wir die Abschitzung

9 2

flz)dz] < 2r_2-€('yr|[077r]) = 2r°.qmr = —.

Yrl(0,m)




Dies zeigt, dass lim
r——4oo

(2)dz

Tr I [0,7]

= 0 gilt.

Mit dem Ergebnis aus Teil (b) erhalten wir wegen d, = [—7,7] + v;|j0,-] das Ergebnis

400 " d
/ v = lim / v lim / f(z)dz— [ f(z)dz
oo T2 AT+ ro+too | 224241 r=too \ Js, Yrlo,x]



