Funktionentheorie, Lebesguetheorie und Gewdhnliche DGL
— Lo6sung Blatt 3 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Bezeichnen wir die besagte Achtelkugel im R3 mit A, so gilt offenbar ¢(A) = A, denn fiir alle
(7,y,2) € R3 gilt die Aquivalenz 0 < z,7,2 < 1 < 0 < 22,92, 22 < 1. Die Ableitung von ¢ ist gegeben
durch ¢'(z,y, z) = diag(2z, 2y, 2z), und die Determinante der Ableitung ist det ¢'(z,y, z) = 8xyz. Also

hat der Transformationssatz in dieser Situation die Form

Af(w7y, z)d(z,y,2) = 8/A(f 0 ¢)(z,y,2) zyzd(z,y, z)
fiir jede stetige Funktion f: A — R.

zu (b)  Durch die Abbildung ¢ : R?* — R? (z,y) — (2z,2y) wird die Ebene in alle Richtungen
um den Faktor 2 gestreckt. Deshalb ist es plausibel, dass sich die Kurvenlinge verdoppelt. Die Ablei-
tung von ¢ ist konstant und in jedem Punkt gegeben durch die Diagonalmatrix diag(2,2). Es gilt also
¢ (z,y)(v) = 2v fiir alle (z,y) € R? und alle v € R2. Setzen wir 74 = ¢ o v, dann erhalten wir mit Hilfe

der mehrdimensionalen Kettenregel
b b b
G = [I@Old = [ leoy@lke = [ #6000 @)= -
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zu (¢) Bei Kurvenintegralen 1. Art integriert man eine reellwertige Funktion iiber eine Kurve, bei
Kurvenintegralen 2. Art arbeitet man mit einem Vektorfeld. Bei ersteren ist das Integral unabhéngig
davon, in welche Richtung man die Kurve durchléuft. Bei letzteren kommt es zu einem Vorzeichenwechsel,

wenn man die Durchlaufrichtung umkehrt.

Aufgabe 1
zu (a) Sei B =[1,2] x [0, 7] x [0, 27]. Dann gilt piyg(B) = R. Die Menge N = [1,2] x {0, 7} x [0, 27] U
[1,2] x [0,7] x {0, 27} ist eine Nullmenge, und piyg ist auf B\ N = [1,2] x ]0, 7| x 0, 2| injektiv.

zu (b) Durch Anwendung des Ergebnisses von Teil (a) und des Transformationssatzes erhalten wir
[ fevdens = [ fewsdess) -
R Pkug(B)

L(fopkug)(r7ﬁ7¢)|d6tp{<ug(raﬁ;§0)‘d(rvﬁ7§0) = /B(fopkug)(rﬁaw)v“2sin(19) d(r, 9, ¢).

Fir alle (r,9,9) € B gilt nach Definition der Kugelkoordinaten-Abbildung piug(r,?,¢) =
(rsin(?) cos(¢), rsin(¥) sin(p), r cos(F))

2 cos(19)? cos(19)?

(f o prug) (1,9, 0) = f(rsin(¥) cos(yp), rsin(?) sin(y), rcos(¥)) = 6 = o




Setzen wir dies ein, so erhalten wir

( O cos(?d bln(ﬂ) dﬁ) dr = 27 /12 r2 (/07r COS(ﬁ)Q(—Sin(ﬁ))dﬂ> dr
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Aufgabe 2

Auf Grund des Additionstheorems der Kosinusfunktion gilt cos(t) = cos(3t+ 1t) = cos(3t)* —sin(5t)? =
1t)2 —sin($t)? = 1 — 2sin(3¢)?, was zu 2sin(t/2)? = 1 — cos(t) umgeformt werden kann. Nun
gilt fiir alle ¢ € 0, 27| jeweils v/ (t) = (1 — cos(t),sin(t)) und somit ||7/(¢)]|3 = (1 — cos(t))? + Sin( )2 =

1 — 2cos(t) + cos(t)? + sin(t)? = 2 — 2cos(t) = 2(1 — cos(t)), also |7/ (t)]|2 = - 4/1 — cos(t). Damit

erhalten wir

1 — sin(

2m 2m
V2 V1 —cos(t)dt = 2/ sin(3¢) dt
0 0
2m ™
= 4/ isin(3t)dt = 4/ sin(t) = 4[—cos(t)]y
0

0
= 4(—cos(m)+cos(0)) = 4-2 = &

21
(osm) = / I ()] dt

Aufgabe 3

zu (a) Wire F = Vf = (01f,02f,05f) fiir eine differenzierbare Funktion f : R — R, dann wire
diese Funktion F' sogar beliebig oft differenzierbar (weil dies auf F zutrifft). Nach dem Satz von Schwarz

miisste dann
OsFy = Onf = Ouf = OiF;
gelten. Tatsichlich aber gilt d3Fy (z,y, z) = —622% und 0, F3(z,y, z) = 0.

zu (b) Die Uberlegung in Teil (a) zeigt, dass wir g so wihlen miissen, dass d3(gF;) = 91 (gF3) erfiillt
ist. Auf Grund der Annahme 03¢ = 0 ist diese Bedingung &dquivalent zu

83F1 = (619)F3 + g(@ng) = —61’229 = (819)322
Ebenso muss gelten
O3(gFa) = Da(gFs) &  0sFy = (0a9)F3 + g(02F3) &  —6zy’g = (Dag)32°

Gesucht wird also eine Funktion ¢ : R? — R mit 81¢ = —2z¢ und 8,9 = —2yg. Offenbar hat die Funktion
g(z,y) = e~ diese Eigenschaft. Tatsdchlich ist gF mit dieser Funktion g ein Gradientenvektorfeld.

3, —x?—

Definieren wir ndmlich f(x,y,z) = z°¢ v*, dann gilt

01 (2367127?”2) —2x23

(VA(z,y.2) = |d(Be )| = eV | —228| = gla,y,2)F(z,y,2).

W



zu (¢) Nach Definition der Kurvenintegrale 2. Art gilt

/(F,ds> = /0ﬂ<(Fo'y)(t),’y/(t)>dt = /0ﬂ(F(acos(t),bsin(t),1),7’(t))dt =

o —2a cos(t)
/0 < —2bsin(t) ,(—asin(t),bcos(t),o)>dt -

3

/ 7 (202 sin(t) cos(t) — 26% sin(t) cos(t)) di =

0

2(a® — b2)/0 ! sin(t)cos(t)dt = (a® —b?) [Sin(t)2]§7r = 0.



