








Aufgabe 2

zu (a) Laut Angabe wird das elliptische Paraboloid nach oben
begrenzt durch die Ebene mit der Gleichung z = h und nach unten
durch die Fläche mit der Gleichung z = x2 + y2 (die dadurch
entsteht, dass man die Standard-Parabel in der xz-Ebene um die
z-Achse rotieren lässt). Die gesuchte Menge ist somit gegeben
durch

A = {(x , y , z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ z ≤ h}.

Wir bestimmen die Querschnitte entlang der z-Achse. Ist
z /∈ [0, h], dann gilt A(z)3 = ∅, denn es ist (x , y) ∈ A(z)3
nur dann, wenn (x , y , z) ∈ H gilt, woraus insbesondere
0 ≤ x2 + y2 ≤ z ≤ h und somit z ∈ [0, h] folgt.















Die Gleichung vm+n(A× B) = vm(A)vn(B) lässt sich alternativ
auch folgendermaßen beweisen: Auf Grund der Jordan-Messbarkeit
von A gibt es für jedes ε ∈ R+ eine endliche Menge disjunkter
kompakter Quader P1, ...,Pr ⊆ Rm mit

⋃r
i=1 Pi ⊆ A und∑r

i=1 vm(Pi ) > v−(A)− ε = v(A)− ε. Ebenso gibt es kompakte
disjunkte Quader Q1, ...,Qs ⊆ Rn mit

⋃s
j=1Qj ⊆ B und∑r

i=1 vn(Qj) > v(B)− ε.

Auch die Quader Pi × Qj mit i ∈ {1, ..., r} und j ∈ {1, ..., s} sind
paarweise disjunkt. Ist nämlich (x , y) ein gemeinsamer Punkt in
Pi × Qj und Pi ′ × Qj ′ , dann folgt x ∈ Pi ∩ Pi ′ und somit i = i ′.
Ebenso erhält man y ∈ Qj ∩ Qj ′ und somit j = j ′. Es ist auch
leicht zu sehen, dass

r⋃
i=1

s⋃
j=1

Pi × Qj ⊆ A× B

erfüllt ist.



Außerdem gilt

r∑
i=1

s∑
j=1

vm+n(Pi × Qj) =
r∑

i=1

s∑
j=1

vm(Pi )vn(Qj) =

(
r∑

i=1

vm(Pi )

) s∑
j=1

vn(Qj)

 > (vm(A)− ε)(vn(B)− ε).

Dies zeigt, dass auch vm+n(A× B) > (vm(A)− ε)(vn(B)− ε)
gelten muss. Weil ε ∈ R+ beliebig klein gewählt werden kann, folgt
vm+n(A× B) ≥ vm(A)vn(B). Durch die geeignete Wahl von
Quadern, die A und B überdecken, beweist man auf ähnliche
Weise die Ungleichung vm+n(A× B) ≤ vm(A)vn(B).


