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Aufgabe 0  (zur Vorbereitung)

(a) Geben Sie ein mogliches einfaches Beispiel fiir die Berechnung eines komplexen Kurvenintegrals
mit Hilfe des Residuensatzes an. Das Kurvenintegral soll dabei aber nicht gleich null sein, und die

Funktion sollte mehr als eine Singularitdt haben.

(b) Sei f: R* — R eine stetige Funktion und v’ = f(z,y,y’,y"). Wie ist eine Losung dieser DGL
dritter Ordnung definiert?

(c) Wie iibersetzt man die DGL aus Teil (a) in ein System y' = F(x,y) erster Ordnung, d.h. was
ist der Definitionsbereich dieses Systems, und wie definiert man die Funktion F'?7 Wie héngen die

Losungen der DGL aus Teil (a) mit den Losungen des Systems zusammen?

(d) Welche Form muss eine DGL haben, damit die Trennung der Variablen durchgefiihrt werden kann?

Welche Schritte sind im Einzelnen auszufithren?

Aufgabe 1

Bestimmen Sie mit Hilfe des Residuensatzes das Integral

27 1
| s
o 5+ 3cos(t)

Hinweis: Beweisen Sie zunéchst die Gleichung fo% m dt = |, 9B1(0) #ﬁ,ﬂ) dz.

Aufgabe 2

Gegeben seien folgende DGL 1. Ordnung mit Definitionsbereich D. Bestimmen Sie fiir jeden Punkt
(a,b) € D eine Losung ¢ : I — R in einer Umgebung von (a,b) mit p(a) = b durch Trennung der

Variablen. Dabei braucht das Definitonsintervall I nicht explizit angegeben werden.
(a) D=TR2 ¢y = (22 +7?)(y* + s?) mit r,s € R\ {0}

1— 2
(b)) D=R* x{yeR|ly <1}, ¢ = —~

Aufgabe 3

In der Physik wird der sogenannte freie Fall durch die Differentialgleichung (*) 4" = —g mit der Erdbe-

schleunigungskonstante g € R™ beschrieben.

(a) Geben Sie die Ordnung n, den maximalen Definitionsbereich D C R x R™ der DGL sowie die zur
DGL (*) gehorende Funktion f: D — R an.

(b) Bestimmen Sie das zu (*) dquivalente System aus n Differentialgleichungen 1. Ordnung.

(c) Seien zp,vy € R. Bestimmen Sie eine Losung ¢ : I — R™ des Systems aus Teil (b), ¢ =
(00, -ey Pr—1) mit ©o(0) = 29 und ¢;1(0) = vy. Geben Sie auch die zu ¢ korrespondierende Lisung
¥ : I — R der DGL (*) an.

Dieses Blatt wird vom 18. bis zum 21. Juli 2022 im Tutorium bearbeitet.
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Aufgabe 1 (10 Punkte)
Beweisen Sie mit Hilfe des Residuensatzes fiir jedes a € R* die Gleichung

oo cos(x) T
5, a0 = —.
o Tt a ae

Hinweis:  Es gilt Re(=£—) = <) fiir alle z € R.

a2+12 x2+a2

Aufgabe 2 (34443 Punkte)

Bestimmen Sie alle maximalen Losungen der folgenden DGL.

;o y+1 y+1
(a) y _:E+2+eXp(:v+2

(b) y,:x+2y+1
21 +y + 2

(¢) ¥ =(x—y+3)°

Aufgabe 3  (24+1+4+3 Punkte)

Sei J C R ein nichtleeres offenes Intervall f : J — R eine stetige Funktion. Wir betrachten die DGL
zweiter Ordnung y” = f(y) mit dem Definitionsbereich D = J x R. Sei (a,b) € D.

(a) Sei u:J — R definiert durch u(y) = — f;" f(n)dn. Zeigen Sie: Ist y : I — R eine Losung unserer
DGL, dann ist ¢ — 14/(t)> 4+ u(y(t)) eine konstante Funktion auf I.

(b) Sei E € R. Formen Sie die DGL 1(y')? + u(y) = E so um, dass eine Lésung durch Trennung der

Variablen moglich wird.

(c) Zeigen Sie, dass in den folgenden Fillen eine eindeutige Losung der DGL y” = f(y) existiert:
() b£0 (i) b=0, f(a) £0.

Hinweis: Verwenden Sie nicht Satz 1.10, sondern die Ergebnisse von Teil (a) und (b).

d) Seien v,k € Rt. Bestimmen Sie die eindeutig bestimmte Losung der DGL 4" = —ky durch den
( ; g g Yy Y
Punkt (a,b) = (0,v).
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