Checkliste zur Klausurvorbereitung in

Funktionentheorie, Lebesguetheorie, Gew6hnliche DGL

(a) Grundbegriffe
Teil 1: Integrationstheorie
e charakteristische Funktion x4 einer Teilmenge A C R"™
o Jordan-Messbarkeit einer Teilmenge A C R"™, Jordan-Volumen v(A)
e Riemann-Integral [ 4 f(x) dz tiber eine Jordan-messbare Teilmenge
e Graph- und Ordinatenmenge einer Funktion
e Querschnitt einer Menge beziiglich einer Koordinatenachse
e Normalbereich beziiglich einer Koordinatenachse
e Lipschitz-Stetigkeit, Lipschitz-Konstante
e parametrisierte C'-Fliche
e orientierte kompakte stiickweise C!-Fliche
o Weglinge, Wegintegral 1. und 2. Art, komplexes Kurvenintegral
e Flicheninhalt, Fldchenintegral 1. und 2. Art
e stetiges Einheitsnormalenfeld
o (konservatives) Vektorfeld
e Gradient einer reellwertigen Funktion
e Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes
e Halbnorm auf einem R-Vektorraum
e Definition des Raums C,,
e Majoranten, Obersummen, Definition des Raums En

e Definition des Raums £,, der Lebesgue-integrierbaren Funktionen

Teil 2: Funktionentheorie

e Argument und Polarkoordinaten einer komplexen Zahl

komplexe Differenzierbarkeit und komplexe Ableitung, holomorphe Funktion

reelle Differenzierbarkeit

partielle Ableitungen %, % und Wirtinger-Ableitungen %, %

Konvergenzradius einer komplexen Potenzreihe



formale Ableitung einer Potenzreihe

Definition der komplexen Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion, komplexer Logarithmus, kom-

plexe Arkusfunktionen

Homotopie von Kurven mit festen Endpunkten, freie Homotopie, zusammenziehbare Kurve
konvexes bzw. sternférmiges bzw. einfach zusammenhéngendes Gebiet

Nullstellenordnung einer holomorphen Funktion in einem Punkt

diskrete Teilmenge von C, isolierter Punkt einer Teilmenge von C
Laurentreihen-Entwicklung einer holomorphen Funktion auf einem Kreisring

Haupt- und Nebenteil einer holomorphen Funktion auf einem Kreisring

hebbare Singularitit, Polstelle, wesentliche Singularitét, Ordnung einer Polstelle
meromorphe Funktion

Residuum einer holomorphen Funktion in einem Punkt

Umlaufzahl eines geschlossenen Integrationsweges um einen Punkt z € C

Teil 3: Gewohnliche Differentialgleichungen

Differenzialgleichung erster Ordnung und n-ter Ordnung, Definitionsbereich einer solchen DGL
System von Differenzialgleichungen erster Ordnung, Definitionsbereich eines solchen Systems
Losung einer DGL bzw. eines Systems von DGL

(lokale) Lipschitz-Bedingung

maximale Losung einer DGL

DGL mit getrennten Variablen

exakte DGL, Stammfunktion, integrierender Faktor

homogene und inhomogene lineare DGL

homogenes und inhomogenes lineares System von DGLs

Fundamentalsystem von Losungen eines solchen Systems

Wronski-Determinante

Fundamentalsystem von Losungen eines linearen homogenen Systems von DGLs,

Wronski-Determinante
Differenzialoperator n-ter Ordnung

lineares homogenes System von DGLs mit konstanten Koeflizienten



(b) Wichtige Sitze und Zusammenhinge, Verstindnisfragen
Teil 1: Integrationstheorie

e Wie lisst sich das (n+ 1)-dimensionale Volumen der Ordinatenmenge A(f) C R einer Funktion
f:A—= R (mit A C R" Jordan-messbar) berechnen? (Satz 3.18)

e Inwiefern ldsst sich der Satz von Fubini durch den Begriff des Schnitts A(x) verallgemeinern? (Satz
3.20)

e Wie berechnet man Volumina mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips? (Satz 3.21)

e Mit welchem hinreichenden Kriterium l&dsst sich lokale Lipschitz-Stetigkeit in vielen Féllen leicht

nachweisen?

e Was besagt die mehrdimensionale Substitutionsregel? (Der Vergleich mit der eindimensionalen Sub-
stitutionregel hilft dabei, sich die Gleichung zu merken.) Welche Form nimmt die Substitutionsregel

an, wenn man sie auf die Polarkoordinaten-Abbildung anwendet?
e Wie berechnet man Kurven- und Flidchenintegrale (d.h. welche Einzelschritte sind erforderlich)?

e Was besagen der Gauf’sche und der Stokes’sche Integralsatz? Welche geometrische Interpretation

von Divergenz und Rotation haben sich aus diesen Sétzen ergeben? (Sitze 5.34-36)

e Welche Schritte sind im Einzelnen durchzufithren, um anhand der Definition zu begriinden, dass

eine Funktion f Lebesgue-integrierbar ist?

e Sei f: R — RT eine stetige Funktion mit endlichem Grenzwert limg,_ 4 oo ffa f(x) dz. Inwiefern
hilft der Satz {iber die monotone Konvergenz dabei, die Lebesgue-Integrierbarkeit von f nachzu-

weisen?

e Sei (fn)nen eine Folge Lebesgue-integrierbarer Funktionen f,, : R — R, die punktweise gegen eine
Funktion f : R — R konvergiert. Welche Bedingung muss auflerdem noch erfiillt sein, damit der
Satz von Lesbesgue iiber die majorisierte Konvergenz die Lebesgue-Integrierbarkeit von f liefert?

Welche Anwendungen hatten sich aus diesem Satz ergeben (am Ende von Kapitel 6)?
Teil 2: Funktionentheorie

e Wozu dienen die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen?

e Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Wirtinger-Ableitungen und der komplexen Differen-

zierbarkeit bzw. der komplexen Ableitung?

e Wie hatten wir den Definitionsbereich der Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktion von R auf C
ausgedehnt? Wie waren wir beim komplexen Logarithmus und bei den Arkusfunktionen vorgegan-

gen?

e Was besagt der Cauchysche Integralsatz fiir sternférmige Gebiete? Wie lautet das Analogon fiir

Kreisringe?

e Welche Bedingung ist dquivalent zur Existenz einer komplexen Stammfunktion fiir eine holomorphe
Funktion f: G — C auf einem Gebiet G?



e Wie lautet die Cauchysche Integralformel, und wie sieht das Analogon fiir Kreisringe aus?

e Welche wichtigen Sétze der Funktionentheorie hatten wir (direkt oder indirekt) aus der Cauchy-

schen Integralformel abgeleitet?
e Was ist iiber den Konvergenzbereich einer komplexen Potenzreihe bekannt?
e Welche Bezichung besteht zwischen holomorphen Funktionen und komplexen Potenzreihen?

e Wenn f : C — C eine holomorphe Funktion ist, welchen Konvergenzradius hat dann die Potenzreihe
von f um einen beliebigen Punkt a € C?7 Welchen Konvergenzradius hat die Potenzreihe der

Funktion f(z) = % um einen vorgegebenen Punkt z € €\ {0}, zum Beispiel z = 5?

e Wie hingen die Koeffizienten a,, der Potenzreihenentwicklung mit den hoéheren komplexen Ablei-

tungen von f zusammen? Lassen sich die Koeffizienten auch durch Kurvenintegrale ausdriicken?

e Welche wichtige Rolle spielt die geometrische Reihe bei der Bestimmung von Potenz- und
Laurentreihen-Entwicklungen? (Gehen Sie hierzu noch einmal die Ubungsaufgaben durch, und wer-
fen Sie auch noch einmal einen Blick auf den Beweis des Satzes von der Potenzreihenentwicklung,
Satz 3.7.)

e Was muss im Einzelnen iiberpriift werden, um mit Hilfe des Identitdtssatzes nachzuweisen, dass

zwei holomorphe Funktionen f, g : G — C auf einem Gebiet G C C iibereinstimmen?

e Was besagt der Satz von Liouville, und durch welche Uberlegungen hatte sich der Fundamentalsatz

der Algebra daraus ergeben?

o Was sagt der Satz iiber die Gebietstreue iiber das Bild f(G) eines Gebiets G C C unter einer

nicht-konstanten holomorphen Abbildung aus?

e Gibt es eine nicht-konstante holomorphe Funktion f : B1(0) — C auf der offenen Kreisscheibe vom
Radius 1 mit |f(2)| < |f(0)| bzw. |f(2)| > |f(0)] > 0 fiir alle z € B1(0)?

e Durch welche Eigenschaft sind hebbare Singularitéten bzw. Polstellen charakterisiert? (Satz 6.9,
Satz 6.10)

e Wie lésst sich die Umlaufzahl einer Kurve um einen Punkt geometrisch bestimmen?

e Was besagt der Residuensatz? Wie lésst sich ein geschlossenes Kurvenintegral einer holomorphen

Funktion mit dem Residuensatz berechnen?
e Wie waren wir in der Vorlesung und in den Ubungen vorgegangen, um ein reelles Integral der Form
f:rooj f(x) dz mit dem Residuensatz zu berechnen?
Teil 3: Gewohnliche Differentialgleichungen

e In einem R-Vektorraum welcher Dimension ist der Definitionsbereich (i) einer DGL erster Ordnung
(ii) einer DGL n-ter Ordnung (iii) eines Systems von n DGLs erster Ordnung enthalten? (Definition
1.1, 1.2 und 1.3)

e Welcher Zusammenhang besteht zwischen dem Definitionsbereich I : ¢ : I — R”™ einer Losung

eines Systems und dem Definitionsbereich D des Systems?



(c)

Mit welchem Kriterium lésst sich die lokale Lipschitz-Bedingung in vielen Fillen leicht verifizieren?
(Prop. 1.5)

Welche Rolle spielt die lokale Lipschitz-Bedingung fiir die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

eines Systems von DGLs?

Welche elementaren Losungsverfahren fiir DGLs haben wir behandelt? Welche Schritte sind dafiir

im Einzelnen durchzufiihren?

Wie lisst sich verifizieren, dass ein gegebenes Tupel von Funktionen (1, ..., ¢, ) ein Fundamental-

system von Losungen eines linearen Systems von DGLs ist?

Beweis- und Rechentechniken

Die Angaben in Klammern verweisen auf die Ubungsaufgaben

(z.B.

G1A3 = Globaliibungsblatt 1, Aufgabe 3).

Teil 1: Integrationstheorie

Berechnung von Querschnitten (T1A0,

Berechnung von Integralen iiber Jordan-messbare Teilmengen (T1A1, G1A1)

Anwendung des Cavalierischen Prinzips (T1A2, G1A2, G3A1)

Beweisaufgaben zur Jordan-Messbarkeit (T1A3, G1A3)

Anwendung des Transformationssatzes (T2A0, T2A1, T2A3, G2A1, G2A2, G2A3, T3A1, G3A2)
Beweisaufgaben zur Lipschitz-Stetigkeit (T2A2)

Berechnung von Kurvenintegralen (T3A2, T3A3)

Berechnung von Flichenintegralen (T4A0, T4A1, T4A2, G4A2, G4A3)

Anwendungen der Integralsitze (T4A3, G4A1, T5A1, G5A1)

Beweisaufgaben zum Lebesgue-Integral (T5A3, G5A2)

Nachweis der Lebesgue- bzw. (uneigentlichen) Riemann-Integrierbarkeit (G5A3, T7A1, GTA3)

Anwendung der Konvergenzsiitze der Lebesgueschen Integrationstheorie (T6A1, G6A1l, G6A2)

Teil 2: Funktionentheorie

Bestimmung der Polarkoordinaten komplexer Zahlen (T7A2)

Aufgaben zur komplexen und reellen Differenzierbarkeit (T6A3, T7A3, GTA1, GTA2)
Berechnung komplexer Kurvenintegrale (G6A3)

Existenz komplexer Stammfunktionen (T8A1, T8A3, G8A1l, G8A3, T9A2, G9A2, G11A2)

Bestimmung von Potenz- und Laurentreihenentwicklungen (T8A1, T8A2, G8A2, T11A1, G11A1)



Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes und der Cauchyschen Integralformel (T9A1, G9A1)

Berechnung reeller Integrale mit dem Cauchyschen Integralsatz oder dem Residuensatz
(T9A3, G9A3, G10A2, T12A1, G12A1)

Anwendung des Maximumsprinzips und des Satzes von Liouville (T10A1, G10A1)
e Anwendung des Identitiitssatzes (T10A2, T10A3, G10A2, G10A3)

e Bestimmung des Singularitdtentyps (T11A2, G11A2)

Bweisaufgabe zum Residuum (T11A3)

Berechnung komplexer Integrale mit dem Residuensatz (G11A3)

Teil 3: Gewohnliche Differentialgleichungen
e Umformung von DGLs hoherer Ordnung in Systeme erster Ordnung (T12A3)
e Losung von Differenzialgleichungen mit Trennung der Variablen oder Substitution (T12A2, G12A2)
e Losung von Differenzialgleichungen durch Variation der Konstanten (T13A1)

e Losung von DGLs héherer Ordnung (T13A2)



