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Hinwezise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fiillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blitter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1.  (4+6 Punkte)

Wir betrachten im R? die Teilmenge A gegeben durch
A = {@y eR || <2yl <2 |z +y[ <2}

(Es handelt sich um ein nicht-regelméfiges Sechseck. Fertigen Sie eventuell zur Orientierung

eine Skizze an.)

(a) Bestimmen Sie fiir jedes € R die Teilmenge A(zx) = {y € R | (z,y) € A} von R.
(Dies ist ein endliches, abgeschlossenes Intervall, ein einzelner Punkt in R oder die leere
Menge.)

(b) Berechnen Sie durch Verwendung des Ergebnisses aus Teil (a) den Flacheninhalt vy(A)
der Menge A.

Lésung:
zu (a) Seiz € R.ImFall [z] > 2gilt (z,y) ¢ Aundy ¢ A(x) fir alley € R, also A(z) = @. Im Fall -2 <2 <0
gilt fiir jedes y € R die Aquivalenz

yecAlz) & (ryy)eAd & |y <2undz+y/<2 & -2<y<2und —2<z+4+y<2

& 2<y<2und —-2-2z<y<2-2z & max{-2,-2—z}<y<min{2,2—-z} & -2-zx<y<2
und somit A(z) = [~2 — x,2]. Im Fall 0 < x < 2 gilt fiir jedes y € R die Aquivalenz

yeAlz) & (z,y)eAd & |y <2undz+y/<2 <

max{—2,-2—z} <y <min{2,2—-2} & -2<y<2-—x
und somit A(z) = [-2,2 — z].

zu (b) Mit Hilfe des Cavalierischen Prinzips erhalten wir

2 0 2
va(A) = /_2111(A(:r))dac = /vl([—Q—x,2])daz+/O vi([-2,2—2]))dz =

—2
[2(2—(—2—x))dx+/0((2—3:)—(—2))dx . [2(4+x)dx+/()(4—x)dx -
[3a? +da] % 4 [~La® +42]) = (102 4+4-0-1(-2)? —4(-2) + (-L-22+4-2—(-1)-0°—4-0)

= (8-2)+(8-2) = 12
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Aufgabe 2. (10 Punkte)

Wir betrachten im R? die Teilmenge H gegeben durch
H = {(x,y,z)€R3|x2(), 0<z<3,1<22+¢y* <2}

Berechnen Sie mit Hilfe der Zylinderkoordinaten-Abbildung p, : Ry x R* — R?, (1, h, @) —
(rcos(p),rsin(p), h) das Integral

€rz
/H md(%y, z).

Losung:

Die Menge A = [1,v/2] x [0,3] x [—3m, 3] erfiillt die Bedingung p,y1(A) = H, und es existiert eine Jordansche
Nullmenge N C A, so dass p,y1|a\ n injektiv ist. Durch die Wahl des Winkelbereichs [—%w, %w] ist gewahrleistet,
dass fiir (r, h, ) € Aund (z,y, 2) = puy(r, h, ) jeweils z = r cos(p) > 0 erfiillt ist. Setzen wir f(z,y, z) =
dann gilt fir alle (r, h, @) € A jeweils

Tz
x2 +y2 bl

= T COS 7 sin = r cos(p)h =
(f szl)(ra h, (P) - f( (30)? (‘p)v h) (’I’ COS(QO))2 + (7" sm(ap))Q
rcos(p)h _ rcos(p)h _ cos(p)h
r2(cos(p)? + sin(p)?) r2 ro

Mit Hilfe des Transformationssatzes erhalten wir nun

| Frzdens = [Gophe) rdehg = [ csondrng -

(ﬁ—l)/cos(cp)hd(h7<p) _ (\6_1)/03h </§n

[0,3]x [7%71',%71']

cos(p) dgp) dh =

1
§7l'

(ﬁ—l)/sh[sin(w)ﬁzﬂdh _ (ﬂ—l)/g(l—(—l))hdh _ 2(\/5—1)/3hdh _

2vV2-1)-[313 = (V2-1)-(32-0%) = 9(vV2-1).
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Aufgabe 3.  (3+3+4 Punkte)
Sei die Funktion f : R — R gegeben f(t) = - fiir alle t € R.

1241
(a) Geben Sie eine monoton wachsende Folge (f,)n.ew Lebesgue-integrierbarer Funktionen
fn : R — R an, die punktweise gegen f konvergiert. Dabei soll fiir jedes n € IN ein
endliches, abgeschlossenes Intervall I, C R existieren, so dass jeweils f,(t) = 0 fiir alle
t € R\ I, gilt. Ein Nachweis dieser Eigenschaften ist nicht erforderlich.

(b) Formulieren Sie den Satz von Beppo Levi tiber die monotone Konvergenz.

(c) Zeigen Sie, dass f Lebesgue-integrierbar ist, und bestimmen Sie das Lebesgue-Integral
von f. Dabei darf ohne Beweis verwendet werden, dass die Funktion f die Ableitung der

Arkus tangens-Funktion ist, und dass

tk@w arctan(t) = —57 und tilinoo arctan(t) = ;7 gilt.
Lésung:
zu (a) Fiir jedes n € N sei I, = [-n,n] und f, : R — R die Nullfortsetzung von f|s,, also
m falls —n S t S n
falt) =
0 sonst.

Dann besitzt die Folge (f,,)nen alle angegebenen Eigenschaften. (Fiir jedes n € IN ist die Funktion f,, Lebesgue-
integrierbar, denn nach Definition ist die Lebesgue-Integrierbarkeit von f,, &quivalent zur Lebesgue-Integrierbar-
keit von f,|1, = f|1,. Die Funktion f|;, ist als stetige Funktion auf einem endlichen, abgeschlossenen Intervall
Riemann-integrierbar und damit laut Vorlesung auch Lebesgue-integrierbar. Dass (f,)nen tiberall monoton
wachsend ist, folgt leicht aus der Tatsache, dass f(t) > 0 fiir alle ¢ € R gilt. Dass die Folge tiberall punktweise
gegen f konvergiert, beweist man mit Hilfe der Beobachtung, dass fiir jedes z € R ein N € N existiert, so dass

x € I, fir alle n > N erfillt ist; jedes N € IN mit N > |z| geniigt dieser Bedingung.)

zu (b) Sei A C R™ Lebesgue-messbar und (f,)men eine fast iiberall monoton wachsende Folge Lebesgue-
integrierbarer Funktionen f,, : A — R mit der Eigenschaft, dass die Folge der Integrale | 4 fm(x) dx beschrénkt
ist. Dann gibt es eine Lebesgue-integierbare Funktion f : A — R, so dass (fm)men fast iiberall gegen die
Funktion f konvergiert, mit lim,, [, fm(z)dz = [, f(z) dz.

zu (c) Nach Teil (a) ist die Folge (fy,)men tiberall monoton wachsend und besteht aus Lebesgue-integrierbaren
Funktionen. Wir zeigen, dass die Folge der Lebesgue-Integrale [i fy,(t)dt beschrénkt ist. Sei dazu m € IN

beliebig. Das Riemann-Integral von f,,|;, stimmt mit dem Lebesgue-Integral {iberein. Es gilt somit

moodt m
]Rfm(t)dt = L fm(t)dt = P+l [arctan(?)]”,, =
arctan(m) — arctan(—m) <  lim arctan(t) — lim arctan(t) = ir—(-im) = 7w

t—+oo t——o0

_1
t24+1

Levi kann also angewendet werden, und liefert eine Lebesgue-integrierbare Funktion g : R — R, gegen die die

wobei die ,,<“-Ungleichung wegen arctan’(t) = > 0 fiir alle ¢t € R zu Stande kommt. Der Satz von Beppo

Folge (fm)men fast iiberall konvergiert. Weil (f,,)men iiberall punktweise gegen f konvergiert, sind f und g
fast iiberall gleich. Also ist auch f Lebesgue-integrierbar, und es gilt

/ f®)ydt = / g(t)dt = lim fm(t)dt = lim (arctan(m) — arctan(—m))
R R m—oo Jp m—o00
= lim arctan(t) — lim arctan(t) = 3Im—(—37) = .

t—+4oo t——o0
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Aufgabe 4.  (3+4+3 Punkte)
Sei f: C — C gegeben durch f(z) = 2% — 2+ 1 fiir alle z € C.

(a) Zerlegen Sie die Funktion f in Real- und Imaginérteil, d.h. geben Sie Funktionen
g,h:C— R an, so dass f = g + th gilt.

(b) Berechen Sie das komplexe Kurvenintegral [, 0 (2)dz.
(Dabei ist 0B;(0) wie immer eine Kurzschreibweise fiir den Integrationsweg
v :[0,27] = C, t + €. Die Kreisscheibe vom Radius 1 um den Nullpunkt

wird gegen den Uhrzeigersinn umlaufen.)
(c) Weisen Sie nach, dass f in keinem Punkt z € C komplex differenzierbar ist.

Hinweis: In Teil (b) kann durch Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes Schreibarbeit

gespart werden.

Losung:

zu (a) Fiir alle z,y € R und z = = + iy gilt
2241 = (e+iy)’—(—iy)+1 = (@ +2zy—y)—(z—iy)+1 = (22 -y —x+1)+i(2zy+y).
Die gesuchten Funktionen sind also gegeben durch g(z+iy) = 22 —y? —2+1 und h(z+iy) = 2zy+y = (2z+1)y.

zu (b)  Fiir den Integrationsweg v = 9B1(0) gilt v(t) = e, (t) = e~ und +/(t) = ie'. Die Funktion
g(2) = 2241 ist als Polynomfunktion holomorph. Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt deshalb f7 g9(z)dz = 0.
Wegen f(z) = g(z) — z erhalten wir damit

[yf(z)dz = [Y(g(Z)—Z)dz = [yg(z)dz—[yzdz = O—Azdz =

2m 2T 2
—/ F)Y () dt = —/ e tgettdt = —/ idt = —2mi.
0 0 0
zu (¢) Wire z = 2 4+ iy € C mit 2,y € R ein Punkt, in dem f holomorph ist, dann miissten in z die Cauchy-
Riemannschen Differenzialgleichungen erfiillt sein, insbesondere miisste g—fc(z) = ‘g—Z(z) gelten. Tatsachlich aber
gilt
g 0,45 Ooh 0
_J - — — 1)=2x—-1 _— = —((2 1 =2 1
D) = g = ma ) =2 —1 )= (e ) =20+

und 2z — 1 # 2z + 1. (Andernfalls kénnte man 22 auf beiden Seiten subtrahieren und wiirde —1 = 1 erhalten.)
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Aufgabe 5.  (6+4 Punkte)

(a) Bestimmen Sie das Kurvenintegral | oB.(0) (z) dz der Funktion

32+5
= — fi 2,4,6}%.
(b) Sei 7y : [0,27] — C der Integrationsweg gegeben durch (t) = e fiir alle t € [0, 27].
Berechnen Sie die Kurvenintegrale

/e _1dz und /e—dz.
y 2 y 2

Losung:

zu (a) Wegen |3] =3 > 2 und | — 5| = 5 > 2 sind die Nullstellen 3 und —5 des Nennerpolynoms nicht in
B3(0) enthalten. Fiir hinreichend kleines ¢ € R ist f also auf Ba;.(0) eine holomorphe Funktion, und der
Cauchysche Integralsatz liefert [, (o) f(2)dz=0.

Die Funktion g(z) = 32t2 ist wegen | — 5| > 4 auf Byy.(0) holomorph fiir hinreichend kleines ¢ € R*, und

z+5
wegen |3] < 4 gilt 3 € B4(0). Somit kann die Cauchysche Integralformel angewendet werden und liefert
/ fl2)dz = / 9G) 4~ omig3) = omi-S3E5 _in)
9B4(0) 0B4(0) ¥ — 3 3+5

Wegen [3] < 6 und | — 5| = 5 < 6 sind die Singularititen 3 und —5 in der Kreisscheibe Bg(0) enthalten. Die
Umlaufzahlen der Kurve v = 9Bg(0) sind somit gegeben durch n(v,3) = n(y,—5) = 1. Da es sich bei 3 und

—5 um Polstellen 1. Ordnung von f handelt und wegen f(z) = (z — 3)7135155 = (z+5)7'2£5 erhillt man die

Residuen durch res,—5f(z) = 3:;)1*55 =T und res,—_5f(z) = % = 2. Mit dem Residuensatz erhalten wir
/ f(x)dz = 2mi-(n(y,3)res,—3f(2) + n(y, =5)res,.—_5f(2)) =
9B6(0)
2ri(1-32+1-2) = 2mi-3 = 6mi.
zu (b) Auch diese beiden Integrale berechnen wir mit dem Residuensatz. Setzen wir f(z) = (e* — 1) und

g(z) = L. e dann gilt res,—of(z) = e — 1 =1—1 = 0 und res,—og(z) = € = 1. Die Singularitiit 0 der

beiden Funktionen ist in der offenen Kreisscheibe Bj(0) enthalten, und v umléuft die Kreisscheibe fiinfmal in
negativer Umlaufrichtung (mit dem Uhrzeigersinn). Fiir die Umlaufzahl gilt deshalb n(v,0) = —5, und wir
erhalten f,y f(z)dz =2mi-n(v,0) - res,—o f(2) = 2mi - (=5) - 0 = 0 sowie f,y g(z) dz = 2mi - n(v,0) - res,—og(z) =
2mi - (=5) - 1 = —10mi.
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Aufgabe 6. (347 Punkte)

(a) Bestimmen Sie alle isolierten Singularitaten der Funktion f(z) = sowie deren Typ.

1
2244
(b) Seien «, 8 € C die beiden isolierten Singularitéten aus Aufgabenteil (a). Bestimmen Sie

die Laurentreihen-Entwicklungen der Funktion f um diese beiden Punkte. Geben Sie also
gelochte Kreisscheiben Ky, (a) und Ky 4(f) mit r,s € R* und a,,b, € C fir n € Z an,

so dass . N
f(Z): Z an(Z—a)" bzw. f(z): Z bn(Z—ﬁn

fir alle z € B,.(a) bzw. z € By(J) erfiillt ist.

Losung:
zu (a) Die Zerlegung 2% + 4 = (z — 2i)(z + 2i) zeigt, dass +2i die beiden einzigen isolierten Singularititen der
Funktion f sind. Die Funktion z — ﬁ ist in einer offenen Umgebung von 2i holomorph und hat in 2¢ keine
: _ N1 1
Nullstelle. Die Zerlegung f(z) = (z — 21) 1z+2i

genauso sieht man, dass —2i eine Singularitét desselben Typs ist.

zeigt somit, dass 2i eine Polstelle 1. Ordnung von f ist, und

zu (b) Die Rechnung

1 B 1 1 1 o1 1
242 (z-20)+4i 4D 14+ E(z-20) 4 1-(—L1)(z—20)
1 oo
1 1, 1.\n n
= (_1”1—%(2—2@) = (—zz);(ﬂ) (2 — 2i)

f2) = (=3 (G)"(z -2 Z D -2 = Y ()" (- 20)"
n=0 1=0 n=-—1

Die gesuchten Laurent-Koeffizienten sind also gegeben durch a,, = 0 fiir n < —2 und a,, = (i "2 fiir n > —1.
Ebenso liefert die Rechnung

1 1 1 L 1 L. =1

= —— — - — e — — =9 . 2
Z 2 (2 +20) — 4i 4i— (2 + 20) S T2 7S at ;(4) (2 +2)
= W LEDGIERT = 3 DG 2"
fiir die Funktion f die Darstellung
fz) = D EDME)T ) = Y (DM G R e + 20"
n=0 n=-—1

Damit erhalten wir die Laurent-Koeffizienten b, = 0 fiir n < —2 und b, = (—1)"*1(3i)"*2 = —(—1i)"*2 fiir

n > —1. Die Laurentreihen-Darstellung um den Punkt 27 ist giiltig auf der gelochten Kreisscheibe K 4(27), denn
4 ist die maximale reelle Zahl  mit der Eigenschaft —2i ¢ Ky 4(2¢). Ebenso sieht man, dass die Laurentreihen-

Darstellung um den Punkt —2i auf K¢ 4(—21) giiltig ist.

Anmerkung:
In der Aufgabendarstellung war von offenen Kreisscheiben B, («) und B,(8) die Rede. Das war nicht korrekt:

In der Singularitét selbst, also in « bzw. §, ist die Laurentreihen-Entwicklung natiirlich nicht giiltig.
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Aufgabe 7.  (2+6+2 Punkte)
Sei G =C\ {—3} und f: G — C eine holomorphe Funktion mit

2n+1
l — .
() 31 fir alle n e IN.

(a) Bestimmen Sie f(0), und begriinden Sie Ihr Ergebnis.

(b) Bestimmen Sie f(z) fiir alle z € G mit Hilfe des Identitétssatzes fiir holomorphe
Funktionen.

(c) Begriinden Sie, dass es keine ganze Funktion g : C — C mit g|¢ = f gibt.

Losung:

zu (a) Als holomorphe Funktion ist f insbesondere im Nullpunkt stetig. Deshalb gilt

on+1 o241 240

fo =i fG) = gy 5 g 570 @
zu (b) Fiir alle n € IN gilt f(1) = gZﬂ = gié, auflerdem f(0) = %. Dies zeigt, dass f auf der Menge
N ={%|n e N}U{0} mit der Funktion h : G — C, z — gii iibereinstimmt. Als rationale Funktion (Quotient

zweier Polynomfunktionen) ist h auf G holomorph. Auferden ist N eine nicht-diskrete Teilmenge von G, denn
wegen limn% = 0 sind in jeder Umgebung von 0 € N unendliche viele Elemente aus N enthalten. Insgesamt

sind damit alle Voraussetzungen des Identitétssatzes erfiillt, und es folgt f(z) = h(z) = gii fiir alle z € G.

zu (¢) Wiirde eine ganze Funktion g : C — C mit g|g = f existieren, dann wire —3 eine hebbare Singularitit
von f. Aber z — 2 4 z ist eine auf ganz C holomorphe Funktion ohne Nullstelle im Punkt —3, und somit
zeigt die Zerlegung f(z) = (z — (=3))~1(2 + 2), dass —3 eine Polstelle 1. Ordnung von f im Punkt —3 ist, also

insbesondere keine hebbare Singularitét.
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Aufgabe 8.  (2+4-+4 Punkte)
Wir betrachten das System von Differenzialgleichungen gegeben durch
W=ty . pr=ptl , p=1 -+

(a) Uberfiihren Sie das System in Matrixform, d.h. geben Sie eine Matrix A € .#3 i und eine
Funktion b : R — R? an, so dass das System in der Form y' = Ay + b(z) geschrieben

werden kann.

(b) Sei nun ¢ = (g, ¢1,p2) : R — R3 eine Losung des Systems. Zeigen Sie, dass o, eine
DGL dritter Ordnung erfiillt, und geben Sie diese an.

(¢) Bestimmen Sie eine Losung ¢ : Rt — R der DGL

, 2 +1
Y2

mit ¢(3) = 6.

Losung:

zu (a) Die angegebene Gleichung wird erfiillt durch

0 1 1 0
A=1(0 0 1 und b(x) = 1
0 0 O R N

zu (b) Weil ¢ eine Losung des Systems ist, gilt ¢f(z) = ¢1(z)+p2(x), @} (x) = p2(z)+1 und ph(x) = 23 —2+7.
Damit erhalten wir
po(z) = i@ +ea(r) = @alz)+ph(x) +1
und
pi'(@) = @@+ = @ -z+N+E"-1) = 2°+32°-2+6

Dies zeigt, dass (g eine Losung der DGL 4" = 23 4 322 — 2 + 6 ist.

zu (c) Es handelt sich um eine DGL mit getrennten Variablen, also kénnen wir das entsprechende Losungs-

verfahren anwenden. Wir definieren
F(z) = /:(t2+1)dt = [+t = 2P ta-12
und
Gly) = /Gthdt - 1) = o7

Die Umformung %y‘3 -M=zrs %yd =2+72 & y® =32+216 & y = /3 + 216 zeigt, dass H(z) = /3x + 216
die Umkehrfunktion von G ist. Somit ist ¢ : RT = R, x — (H o F)(x) mit

(HoF)(x) = </3F(z)+216 = </3(%x3+x—12)+216 = Va3 432 +180

eine Losung der DGL mit ¢(3) = 6.



