
§ 13. Der Satz von Fubini

Satz (13.1)

Seien P ⊆ Rm und Q ⊆ Rn Quader, und sei f : P × Q → R eine
Riemann-integrierbare Funktion auf dem Quader P × Q ⊆ Rm ×Rn. Für
jedes x ∈ P sei die Funktion fx : Q → R definiert durch fx(y) = f (x , y).
Dann sind die Funktionen

fF : P → R , x 7→
∫
QF

fx(y) dy

und

f F : P → R , x 7→
∫ F

Q

fx(y) dy

beide Riemann-integrierbar, und es gilt∫
P×Q

f (x , y) d(x , y) =

∫
P

(∫
QF

fx(y) dy

)
dx =

∫
P

(∫ F

Q

fx(y) dy

)
dx .



Anwendungsbeispiele für den Satz von Fubini

∫
[0,1]2

f (x , y) d(x , y) = 1
4

Volumen des Simplex

Volumen der Einheitskugel

















§ 14. Nullmengen und Lebesguesches Integrabilitätskriterium

Definition (14.1)

Eine Teilmenge A ⊆ Rn heißt Nullmenge, wenn es für jedes
ε ∈ R+ eine abzählbare Familie (Ki )i∈I von offenen Quadern
mit A ⊆

⋃
i∈I Ki und

∑
i∈I v(Ki ) < ε existiert.

Findet man für jedes ε ∈ R+ sogar eine endliche Familie von
offenen Quadern mit diesen Eigenschaften, dann sprechen wir
von einer Jordanschen Nullmenge.



Eigenschaften von Nullmengen

Proposition (14.2)

(i) Gilt A ⊆ B ⊆ Rn und ist B eine Nullmenge, dann ist auch A
eine Nullmenge. Ist B sogar eine Jordansche Nullmenge, dann
ist auch A eine Jordansche Nullmenge.

(ii) Jede abzählbare Menge ist eine Nullmenge, und jede endliche
Menge ist eine Jordansche Nullmenge.

(iii) Endliche Vereinigungen von Jordanschen Nullmengen sind
Jordansche Nullmengen. Abzählbare Vereinigungen von
Nullmengen sind Nullmengen.

(iv) Eine kompakte Teilmenge A ⊆ Rn ist genau dann eine
Nullmenge, wenn sie eine Jordansche Nullmenge ist.







Das Lebesguesche Integrierbarkeitskriterium

Satz (14.6)

Sei Q ⊆ Rn ein kompakter Quader, f : Q → R eine beschränkte
Funktion und U ⊆ Q die Teilmenge der Punkte, in denen f
unstetig ist. Dann sind äquivalent

(i) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Die Menge U ist eine Nullmenge.




