
Die Darstellungsmatrix der zweiten Ableitung

Sei f : Rn → R zweimal differenzierbar.

Wie wir bereits wissen, kann die Ableitung f ′(a) als
(n × 1)-Matrix dargestellt werden.

Die zweite Ableitung f ′′(a) ist eine bilineare Abbildung
Rn ×Rn → R, also eine Bilinearform auf dem Rn.

Die Darstellungsmatrix A ∈Mn,R dieser Bilinearform hat
nach Prop. (9.5) die Einträge

aij = f ′′(a)(ei , ej) = ∂ij f (a)

für 1 ≤ i , j ≤ n.

Sie wird die Hesse-Matrix von f an der Stelle a genannt und
mit H (f )(a) bezeichnet.



Approximation zweiter Ordnung

Folgerung (9.7)

Sei U ⊆ Rn offen, f : U → R eine Funktion und a ∈ U ein Punkt,
in dem f zweimal differenzierbar ist. Dann gibt es eine Funktion
ψ : Ua → R mit

f (a + h) = f (a) + f ′(a) · h + 1
2

th ·H (f )(a) · h + ψ(h)

und lim
h→0
‖h‖−2 ψ(h) = 0.



Eigenschaften symmetrischer Matrizen

Definition (9.10)

Wir bezeichnen eine symmetrische Matrix A ∈Mn,R als

positiv definit, wenn tvAv > 0 für alle v ∈ Rn \ {0}, als

negativ definit, wenn tvAv < 0 für alle v ∈ Rn \ {0}, als

positiv semidefinit, wenn tvAv ≥ 0 für alle v ∈ Rn, und als

negativ semidefinit, wenn tvAv ≤ 0 für alle v ∈ Rn erfüllt ist.

Eine Matrix, die weder positiv noch negativ semidefinit ist,
bezeichnen wir als indefinit.



Hinreichendes Kriterium für Extrema

Satz (9.11)

Sei U ⊆ Rn offen, f : U → R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion und a ∈ U eine kritische Stelle von f .

Ist H (f )(a) positiv definit, dann besitzt f in a ein isoliertes
lokales Minimum.

Ist H (f )(a) negativ definit, dann besitzt f in a ein isoliertes
lokales Maximum.

Ist H (f )(a) indefinit, dann hat f in a kein lokales Extremum.







Beispiel 1

f : R2 → R, f (x , y) = y2(x − 1) + x2(x + 1)







Beispiel 2

f (x , y) = x2 + y3



Beispiel 3

g(x , y) = x2 + y4





Weiteres notwendiges Kriterium für Extrema

Satz (9.12)

Sei U ⊆ Rn offen, f : U → R zweimal stetig differenzierbar, a ∈ U
ein kritischer Punkt von f und A = H (f )(a).

Besitzt f bei a ein lokales Minimum, dann ist A positiv
semidefinit.

Besitzt f bei a ein lokales Maximum, dann ist A negativ
semidefinit.



§ 10 Lokale Umkehrbarkeit und implizit definierte Funktionen

Definition (10.1)

Sei U ⊆ V eine offene Teilmenge.

Eine stetig (total) differenzierbare Abbildung f : U →W wird
auch C 1-Abbildung genannt.

Ist f eine Bijektion auf eine offene Teilmenge W̃ ⊆W , und
ist die Umkehrabbildung f −1 : W̃ → U ebenfalls ein
C 1-Abbildung, dann spricht man von einem
C 1-Diffeomorphismus zwischen U und W̃ .







Der Schrankensatz

Satz (10.2)

Seien m, n ∈ N. Ist U ⊆ Rn offen, f : Rn → Rm eine
C 1-Abbildung und die Konstante γU ∈ R+ gegeben durch
γU = sup{‖f ′(x)‖ | x ∈ U}, dann gilt

‖f (x1)− f (x2)‖ ≤ γU‖x1 − x2‖

für alle x1, x2 ∈ U mit der Eigenschaft, dass die Verbindungsstrecke
[x1, x2] in U enthalten ist.

Dabei wird auf Rn und Rm die Supremumsnorm zu Grunde gelegt,
und ‖f ′(x)‖ bezeichnet die entsprechende Operatornorm von
f ′(x) ∈ L (Rn,Rm).







Satz über die lokale Umkehrbarkeit

Satz (10.3)

Sei f : U →W eine C 1-Abbildung. Ist a ∈ U ein Punkt mit der
Eigenschaft, dass f ′(a) ∈ L (V ,W ) bijektiv ist, dann gibt es eine
offene Umgebung Ũ ⊆ U von a und eine offene Umgebung
W̃ ⊆W von b = f (a) mit der Eigenschaft, dass durch f |Ũ
C 1-Diffeomorphismus zwischen Ũ und W̃ definiert ist.






