
§ 7. Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen

Voraussetzungen:

V endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum

U ⊆ V offene Teilmenge

f : U → R Funktion, a ∈ U, v ∈ V

φ : R→ V gegeben durch φ(t) = a + tv

Dann ist die Komposition f ◦ φ eine Abbildung I → R, wobei
I ⊆ R eine offene Teilmenge mit 0 ∈ I bezeichnet.

Definition (7.1)

Ist die Funktion f ◦ φ im Punkt 0 differenzierbar, dann nennt man
die Ableitung ∂v f (a) = (f ◦ φ)′(0) die Richtungsableitung von f im
Punkt a in Richtung v .

Interpretation: Der Wert ∂v f (a) gibt die Steigung der Funktion
im Punkt a an, wenn dieser Punkt in Richtung v durchlaufen wird.



Definition und Berechnung der partiellen Ableitungen

Definition (7.3)

Sei U ⊆ Rn, a ∈ U und k ∈ {1, ..., n}. Die Richtungsableitung von
f im Punkt a bezüglich des k-ten Einheitsvektors ek wird die k-te
partielle Ableitung ∂k f (a) von f im Punkt a genannt.

Ist a = (a1, ..., an) ∈ U ein Punkt des Definitionsbereichs, dann ist
∂k f (a) die Ableitung von t 7→ f (a1, ..., ak−1, t, ak+1, ..., an) im
Punkt ak .

Um die k-te partielle Ableitung einer Funktion f (x1, ..., xn) zu
berechnen, betrachtet man f als nur von xk abhängige Funktion
und leitet diese ab. Die übrigen Variablen x` mit ` 6= k werden als
Konstanten betrachtet.



Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitungen

Die partiellen Ableitungen geben die Steigung einer Funktion in x-
und y -Richtung an.



Beispiel 2

Sei f : R2 → R definiert durch f (x , y) = sin(2x)e3y . Dann sind die
partiellen Ableitungen von f gegeben durch
∂1f (x , y) = 2 cos(2x)e3y und ∂2f (x , y) = 3 sin(2x)e3y .



Rechenregeln für Richtungsableitungen

Lemma (7.4)

Sei U ⊆ V offen. Sei v ∈ V , und seien f , g : U → R reellwertige
Funktionen.

(i) Ist f konstant, dann gilt ∂v f (x) = 0 für alle x ∈ U.

(ii) Ist x ∈ U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass die
Richtungsableitungen ∂v f (x) und ∂vg(x) existieren, dann
existiert auch ∂v (f + g)(x) und ∂v (fg)(x), und es gilt
∂v (f + g)(x) = ∂v f (x) + ∂vg(x) und

∂v (fg)(x) = f (x)∂vg(x) + g(x)∂v f (x).

(iii) Existiert ∂v f (x) im Punkt x ∈ U, dann existiert auch ∂cv f (x)
für alle c ∈ R, und es gilt ∂cv f = c ∂v f .









Beispiel 4
Sei die Funktion f : R2 → R gegeben durch

f (x , y) =


2x für y = 0

3y für x = 0

0 sonst.

Dann gilt ∂1f (0, 0) = 2, ∂2f (0, 0) = 3, aber für
v /∈ lin(e1) ∪ lin(e2) ist ∂v f (0, 0) = 0.





Beispiel 5

Sei die Funktion f : R2 → R definiert durch

f (x , y) =


xy2

x2 + y6
für (x , y) 6= (0, 0)

0 für (x , y) = (0, 0).

Dann existiert ∂v f (0, 0) für jedes v ∈ R2, aber f ist in (0, 0)
unstetig.









Mehrfache partielle Differenzierbarkeit

Sei U ⊆ Rn offen und f : U → R eine Funktion.

Man bezeichnet f als stetig partiell differenzierbar, wenn die
partiellen Ableitungen ∂i f für 1 ≤ i ≤ n auf U existieren und
stetig sind.

Falls die Funktionen ∂i f ihrerseits alle partiell differenzierbar
sind, spricht man von einer zweifach partiell differenzierbaren
Funktion.

Sind auch die Funktionen ∂i∂j f für 1 ≤ i , j ≤ n wieder stetig,
nennt man f zweifach stetig partiell differenzierbar.

Auf naheliegende Weise definiert man m-fach (stetig) partiell
differenzierbar für beliebige m ≥ 3.

An Stelle von ∂i1 ...∂im f verwendet man zur Abkürzung auch
die Schreibweise ∂i1...im f .



Beispiel 6

Wir betrachten wieder die Funktion f (x , y) = sin(2x)e3y mit den
beiden partiellen Ableitungen ∂1f (x , y) = 2 cos(2x)e3y und
∂2f (x , y) = 3 sin(2x)e3y . Beide partiellen Ableitungen sind erneut
partiell differenzierbar. Es gilt

∂11f (x , y) = −4 sin(2x)e3y ,

∂12f (x , y) = 6 cos(2x)e3y

∂21f (x , y) = 6 cos(2x)e3y

∂22f (x , y) = 9 sin(2x)e3y .



Beispiel 7
Sei die Funktion f : R2 → R definiert durch

f (x , y) =


x3y − xy3

x2 + y2
für (x , y) 6= (0, 0)

0 für (x , y) = (0, 0)

Dann gilt ∂12f (0, 0)6=∂21f (0, 0).









Mittelwertsatz für Richtungsableitungen

Satz (7.5)

Sei U ⊆ V eine offene Teilmenge und f : U → R eine reellwertige
Funktion. Seien a, b ∈ U zwei verschiedene Punkte mit [a, b] ⊆ U
und der Eigenschaft, dass die Richtungsableitung ∂v f für
v = b − a auf ganz U existiert. Dann gibt es ein p ∈ ]a, b[ mit

f (b)− f (a) = ∂v f (p).




