
§ 5. Kompaktheit

Definition (5.1)

Sei I eine Menge, (X , d) ein metrischer Raum und A ⊆ X eine
Teilmenge. Eine offene Überdeckung von A ist eine Familie (Ui )i∈I
offener Teilmengen Ui ⊆ X mit der Eigenschaft

⋃
i∈I Ui ⊇ A.



Definition kompakter Teilmengen

Definition (5.2)

Sei (X , dX ) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A ⊆ X wird
kompakt genannt, wenn zu jeder offenen Überdeckung (Ui )i∈I von
A eine endliche Teilmenge J ⊆ I existiert, so dass bereits⋃

i∈J Ui ⊇ A erfüllt ist. Den metrischen Raum selbst bezeichnen wir
als kompakt, wenn die Teilmenge A = X in (X , dX ) kompakt ist.



Das Maximumsprinzip

Satz (5.16)

Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Räumen, wobei X kompakt sei. Dann ist auch die Bildmenge f (X )
kompakt.

Satz (5.17)

Jede stetige, reellwertige Funktion f : X → R auf einem
kompakten metrischen Raum X ist beschränkt und nimmt auf X
ihr Maximum und Minimum an.







Kompaktheit und gleichmäßige Stetigkeit

Definition (5.18)

Eine Abbildung f : X → Y zwischen metrischen Räumen (X , dX )
und (Y , dY ) wird gleichmäßig stetig auf X genannt, wenn für jedes
ε ∈ R+ ein δ ∈ R+ existiert, so dass die Implikation
dX (x , y) < δ ⇒ dY (f (x), f (y)) < ε für alle x , y ∈ X erfüllt ist.

Satz (5.19)

Sei f : X → Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Räumen, wobei X kompakt sei. Dann ist f sogar gleichmäßig stetig
auf X .







§ 6. Zusammenhang

Definition (6.1)

Sei (X , dX ) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A ⊆ X wird
zusammenhängend genannt, wenn es keine disjunkten, nichtleeren,
und in A relativ offenen Mengen U,V ⊆ A mit A = U ∪ V gibt.

Wir bezeichnen den metrischen Raum (X , dX ) selbst als
zusammenhängend, wenn die Teilmenge A = X zusammenhängend
ist.





Charakterisierung durch zugleich offene und abgeschlossene
Teilmengen

Proposition (6.2)

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X , dX ) ist genau dann
zusammenhängend, wenn ∅ und A die einzigen Teilmengen von A
sind, die sowohl relativ offen als auch relativ abgeschlossen in A
sind.

Beispiel:
Die Teilmenge A = {(x , 1x ) | 0 6= x ∈ R} ⊆ R2} ist nicht
zusammenhängend.







Intervalle sind zusammenhängend

Erinnerung:
Ein Intervall in R ist eine Teilmenge I ⊆ R mit der Eigenschaft,
dass für alle a, b ∈ I auch [a, b] ⊆ I gilt.

Satz (6.3)

Sei M ⊆ R eine Menge, die mindestens zwei verschiedene
Elemente enthält. Genau dann ist M eine zusammenhängende
Teilmenge von R, wenn M ein Intervall ist.







Bilder zusammenhängender Mengen unter stetigen
Abbildungen sind stetig

Proposition (6.4)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume und A ⊆ X
zusammenhängend. Sei f : X → Y eine stetige Abbildung. Dann
ist f (A) eine zusammenhängende Teilmenge von Y .





Zwischenwertsatz

Satz (6.5)

Sei (X , dX ) ein metrischer Raum, A ⊆ X eine zusammenhängende
Teilmenge und f : X → R eine stetige Funktion. Seien a, b ∈ A
vorgegeben. Dann nimmt f auf A jeden Wert c ∈ R mit
f (a) ≤ c ≤ f (b) an.




